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序

数学分析是数学学习的基础课程之一。这份讲义是基于华东师范大学数学系编写的《数学分析》（第五版上

下册）编写而成。我们依次介绍了实数理论、极限与连续、一元函数微分学、一元函数积分学、无穷级数、多元

函数微分学、含参量积分、曲线曲面积分、重积分等内容。对书上的定理作了总结与补充，以整体的观点、层层

递进的逻辑关系进行叙述。读者可能会在初次阅读时感到晦涩、难懂，这是因为此讲义的编写顺序并不符合我

们的认知顺序。事实上，在数学史中，我们是先创造了微积分，后来因数学大厦的地基不够充实，从而发展了连

续性理论、极限理论以及实数理论，这与我们的叙述方向刚好是相反的。由此可见，在历史的发展中，人们对数

学的认知是由模糊与感觉转变成越来越精细的定义与逻辑的推理。

在数学的学习中，我们要找出各个分支的相同点与不同点。例如，对于上极限和下极限的知识，我们有集合

的上极限和下极限，数列的上极限和下极限，函数的上极限和下极限，它们都是普遍存在的，并通过夹逼的方式

来定义具体的极限。我们还可以从这里推广、延伸，例如利用定义 Darboux上和与 Darboux下和的方式来定义
Darboux积分，在测度论中 Lebesgue定义了外测度和内测度来定义 Lebesgue测度。它们的思想都是相通的，值
得我们细细体会。又例如，在反常积分部分，我们分别研究了无穷积分和瑕积分的敛散性，实际上，我们都是从

定义、非负函数的判别法则和一般函数的判别法则出发的，给出了 Cauchy准则、比较原则、Dirichlet判别法和
Abel判别法。事实上，在数项级数、函数项级数敛散性的研究中也有类似的判别法，我们可以整体地看待这些
法则。此外，还有很多很多相通的实例不胜枚举。

在此，特别感谢Maki’s Lab，是他们无偿的数学教育唤醒我内心深处对数学的热爱与着迷。本讲义在编写的
过程中特别参考了由 Ayumu在 Bilibili网站上发布的数学分析课程。
特别感谢由 Ethan Deng和 Liam Huang组织，ElegantLATEX社区提供的模板。“多分享，多奉献”一直是该开

源社区的目标。如果您喜欢本书的模板的话，请前往elegantlatex.org进行下载使用。

elegantlatex.org
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预备知识

此章节中，我们给出有关命题逻辑与朴素集合论的相关知识，这是在描述现代数学理论中必不可少的.

0.1 命题

0.1.1 命题的概念

定义 0.1 (命题)

♣

可以判断真假的陈述句称为命题 (proposition).其中判断为真的语句叫真命题 (true proposition)，判断为假
的语句叫假命题 (false proposition).

一般地，命题可以写作“若 p，则 q”的形式.我们称 p为命题的条件，q为命题的结论.

0.1.2 逻辑联结词

逻辑联结词分为合取词（与）、析取词（或）和否定词（非）.

定义 0.2 (与)

♣对于两个条件 p，q，我们将 p,q同时成立的称为 p与q或 p且q，记作 p ∧ q.

定义 0.3 (或)

♣对于两个条件 p，q，我们将 p,q中至少有一个成立的称为 p或q，记作 p ∨ q.

定义 0.4 (非)

♣对于条件 p，我们将不满足条件 p的条件称为非p，记作 ¬p.

我们将不含逻辑联结词的命题称为简单命题，将由简单命题和逻辑联结词组成的命题称为复合命题.

0.1.3 命题变换与真值判断

设命题 P :若p,则q.
我们定义 P 的逆命题、否命题、逆否命题如下：

逆命题：若 q，则 p；

否命题：若 ¬p，则 ¬q；
逆否命题：若 ¬q，则 ¬p.
我们称变换前的命题 P 为原命题，那么我们有以下结论：

原命题为真，逆命题和否命题不一定为真，但逆否命题一定为真.

0.1.4 蕴含关系与条件语句

设命题 P :若p,则q.
我们可以将其记作 p→ q，称作“p蕴含 q”.我们称 p是 q的充分条件，即在 p成立的前提下，可以充分地

说明 q是成立的；称 q是 p的必要条件，即 q的成立不一定能说明 p是成立的，p的成立可能还受其他条件制约，

但 q成立是必要的，如果 q不成立，那么 p也是不成立的（这就是 P 的逆否命题，它与 P 是等价的）.



0.2 逻辑量词

由上面的分析我们得出，若 p→ q，则 ¬q → ¬p.同样地，若 ¬q → ¬p，则 p→ q.我们可以看出 P 与 P 的

逆否命题是等价的，记作

P ⇐⇒ P的逆否命题.

我们可以看出，若 p ⇐⇒ q，则 p→ q且 q → p，p既是 q的充分条件又是 q的必要条件，我们称 p为 q的充分

必要条件，简称为充要条件.根据定义，互为充要条件的两个条件是等价的.

0.2 逻辑量词
逻辑量词分为全称量词和存在量词.

定义 0.5 (全称量词)

♣

在语句中含有短语“所有”、“每一个”、“任何一个”、“任意一个”“一切”等都是在指定范围内，表示整

体或全部的含义，这样的词叫作全称量词.记作“∀”，读作“任意”.

定义 0.6 (存在量词)

♣

短语“有些”、“至少有一个”、“有一个”、“存在”等都有表示个别或一部分的含义，这样的词叫作存在

量词.记作“∃”，读作“存在”.

命题涉及“任意”和“存在”这两个逻辑量词时，它们的否定说法是把“任意”改成“存在”，把“存在”

改成“任意”.

0.3 集合的基本概念
集合是数学中所谓原始概念之一，不能用别的概念加以定义.目前我们只需掌握其朴素的说法.对于那些对

集合的理论有进一步需求的读者，例如打算研究集合论本身或者打算研究数理逻辑的读者，建议去研读有关公

理集合论的专著.
我们把在一定特征范围内的个体构成的集体称为集合 (set).集合也常称为集、族或类.组成集合的每个个体

都是集合的元素.通常，我们用大写字母 A,B,C, · · · 来表示集合，小写字母 a, b, c, · · · 来表示集合中的元素.

0.3.1 集合的表示

常用集合的表示方法有列举法和描述法.顾名思义，列举法就是将集合中的元素一一列举出来，例如

A = {a, b, c, · · · }.

描述法是将元素的共同特征归纳在一起，例如

A = {x|x满足条件P}.

其中竖线“|”也可用冒号“:”、分号“;”表示.集合中的元素具有确定性、互异性、无序性.
习惯上，我们用空心大写字母来表示数集.例如 N表示自然数集，Z表示整数集，N+ 或 R+ 表示正整数集，

Q表示有理数集，R表示实数集，C表示复数集.
设 A是一个集合，若 a是 A的元素，记作 a ∈ A，读作a属于 A；如果 a不是 A的元素，记作 a /∈ A，读

作a不属于 A.
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0.4 集合的运算

0.3.2 集合的包含与相等

定义 0.7 (包含与子集)

♣

对任意 x ∈ A，都有 x ∈ B，则称A 包含于 B 或B 包含 A，记作 A ⊂ B 或 B ⊃ A. 称 A 是 B 的子集

(subset)，若存在 y ∈ B，使得 y /∈ A，则称 A为 B 的真子集 (proper subset).记作 A ⫋ B 或 B ⫌ A.

定义 0.8 (集合的相等)

♣若集合 A中的元素和集合 B 中的元素完全相同，则称 A和 B 相等，记作 A = B.

不难看出，A = B 的充要条件是 A ⊂ B 且 B ⊂ A.

0.4 集合的运算
从给定的一些集合出发，我们可以通过所谓“集合的运算”作出一些新的集合.

0.4.1 集合的基本运算

下面我们将介绍集合的并、交、差、补的运算.

定义 0.9 (并集)

♣

设 A,B 是任意两个集合.由一切属于 A或属于 B 的元素组成的集合 C，称为 A和 B 的并集或和集，简

称为并或和，记为 C = A ∪B.即
A ∪B = {x|x ∈ A或x ∈ B}.

并集的概念可以推广到任意多个集合的情形.

定义 0.10 (推广的并集)

♣

设有一族集合 {Aα|α ∈ Λ}，其中 α是在固定指标集 Λ中变化的指标；则由一切 Aα(α ∈ Λ)的所有元素

组成的集合称为这族集合的并集或和集，记为
⋃

α∈Λ

Aα，即⋃
α∈Λ

Aα = {x|存在某个α ∈ Λ,使x ∈ Aα}.

习惯上，当 Λ = {1, 2, · · · , k}为有限集时，A =
⋃

α∈Λ

Aα 写成 A =
k⋃

n=1
Aα，而 A =

⋃
n∈N+

Aα 写成
∞⋃

n=1
Aα.

定义 0.11 (交集)

♣

设 A,B 是任意两个集合.由一切属于 A且属于 B 的元素组成的集合 C，称为 A和 B 的交集或积集，简

称为交或积，记为 C = A ∩B.即
A ∩B = {x|x ∈ A且x ∈ B}.

交集的概念也可以推广到任意多个集合的情形.

定义 0.12 (推广的交集)
设有一族集合 {Aα|α ∈ Λ}，其中 α是在固定指标集 Λ中变化的指标；则由一切同时属于每个 Aα(α ∈ Λ)
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0.4 集合的运算

♣

的元素组成的集合称为这族集合的交集或积集，记为
⋂

α∈Λ

Aα，即⋂
α∈Λ

Aα = {x|对任意α ∈ Λ,有x ∈ Aα}.

习惯上，当 Λ = {1, 2, · · · , k}为有限集时，A =
⋂

α∈Λ

Aα 写成 A =
k⋂

n=1
Aα，而 A =

⋂
n∈N+

Aα 写成
∞⋂

n=1
Aα.

关于集合的并和交显然有下面的事实.

定理 0.1

♥

(1) (交换律)A ∪B = B ∪A, A ∩B = B ∩A.
(2) (结合律)A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C，A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C.
(3) (分配律)A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)，A ∩ (

⋃
α∈Λ

Bα) =
⋃

α∈Λ

(A ∩Bα).

(4) A ∪A = A, A ∩A = A.

定义 0.13 (差集)

♣
若 A和 B 是集合，称 A\B = {x|x ∈ A且x /∈ B}为 A和 B 的差集.

定义 0.14 (补集)

♣

当我们讨论的集合都是某一个大集合 S（称为全集）的子集时，我们称 S\A 为 A 的补集或余集，并记

S\A = Ac.

当全集确定时，显然 A\B = A∩Bc.因此研究差集运算可通过研究补集运算来实现.此外，在集合论中处理
差集或补集运算式时常用到以下公式.

定理 0.2 (De Morgan公式)

♥

若 {Aα|α ∈ Λ}是一族集合，则
(1) (

⋃
α∈Λ

Aα)
c =

⋂
α∈Λ

Ac
α;

(2) (
⋂

α∈Λ

Aα)
c =

⋃
α∈Λ

Ac
α.

证明 只需证 (1).设 x ∈ (
⋃

α∈Λ

Aα)
c，则 x /∈

⋃
α∈Λ

Aα，因此对任意 α ∈ Λ, x /∈ Aα，即对任意 α ∈ Λ, x ∈ Ac
α，从

而 x ∈
⋂

α∈Λ

Ac
α.反之，设 x ∈

⋂
α∈Λ

Ac
α，则对任意 α ∈ Λ, x ∈ Ac

α，即对任意 α ∈ Λ, x /∈ Aα，则 x /∈
⋃

α∈Λ

Aα，从

而 x ∈ (
⋃

α∈Λ

Aα)
c.综合可得 (

⋃
α∈Λ

Aα)
c =

⋂
α∈Λ

Ac
α.

对于 (2)，只需对等式两边取补集，并用 Ac
α 代替 Aα 即可转化为 (1). ■

我们注意到与“存在”相对应的是并集运算，与“任意”相对应的是交集运算.数学分析中的很多定义、命
题涉及“任意”和“存在”这两个逻辑量词，它们的否定说法是把“任意”改为“存在”，把“存在”改成“任

意”.在集合论中，De Morgan公式很好地反映了这种论述的合理性.

0.4.2 集列的上极限和下极限

我们将一列集合 A1, A2, · · · , An, · · · 称为集列.记作 {An}.
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0.4 集合的运算

定义 0.15 (上极限)

♣

设 A1, A2, · · · , An, · · · 是任意一集列.由属于上述集列中无限多个集合的那种元素的全体所组成的集合称
为这一集列的上极限，记为 lim

n→∞
An 或 lim sup

n→∞
An.它可表示为

lim
n→∞

An = {x|存在无穷多个An, 使x ∈ An}.

不难证明：

lim
n→∞

An = {x|∀N > 0, ∃n > N, s.t. x ∈ An}.

定义 0.16 (下极限)

♣

设 A1, A2, · · · , An, · · · 是任意一集列.除有限个下标外，属于集列中每个集合的元素全体所组成的集合称
为这一集列的下极限，记为 lim

n→∞
An 或 lim inf

n→∞
An.它可表示为

lim
n→∞

An = {x|当n充分大以后都有x ∈ An}.

不难证明：

lim
n→∞

An = {x|∃N > 0, ∀n > N, s.t. x ∈ An}.

根据上极限和下极限的定义，可知上极限中的元素是频繁出现的，不一定在 n充分大的时候一定存在，比如有

可能是振荡的，有可能只在偶数项上出现等等.而下极限中的元素在 n充分大的时候都是存在的，也就是说除去

有限项下标后元素是一直存在的，自此我们可以看出，下极限定义的条件比上极限更严格，所以下极限是包含

于上极限的，即

lim
n→∞

An ⊂ lim
n→∞

An

上、下极限还可以用交集和并集表示.

定理 0.3

♥

(1) lim
n→∞

An =
∞⋂

n=1

∞⋃
m=n

Am；

(2) lim
n→∞

An =
∞⋃

n=1

∞⋂
m=n

Am.

证明 只需证明 (1).
记 A = lim

n→∞
An = {x|∀N > 0, ∃n > N, s.t. x ∈ An}，B =

∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Am.设 x ∈ A，则对任意取定的 n，总

有m > n，使 x ∈ Am，即对任何 n，总有 x ∈
∞⋃

m=n
Am，故 x ∈ B.

反之，设 x ∈ B，则对任意的 N > 0，总有 x ∈
∞⋃

m=N+1

Am，即总存在 m > N，有 x ∈ Am，所以 x ∈ A，

因此 A = B，即 lim
n→∞

An =
∞⋂

n=1

∞⋃
m=n

Am. ■

如果 lim
n→∞

An = lim
n→∞

An，则称集列 {An}收敛，记 lim
n→∞

An = lim
n→∞

An = lim
n→∞

An 称为集列 {An}的极限.
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0.5 关系与等价关系

0.4.3 单调集列

定义 0.17 (单调集列)

♣

如果集列 {An}满足 An ⊂ An+1, n = 1, 2, · · ·，则称 {An}为增列；如果集列 {An}满足 An ⊃ An+1, n =

1, 2, · · ·，则称 {An}为减列.增列和减列统称为单调集列.

容易证明：单调集列是收敛的.若 {An}为增列，则 lim
n→∞

An =
∞⋃

n=1
An；若 {An}为减列，则 lim

n→∞
An =

∞⋂
n=1

An.

现在我们可以从单调集列的角度来定义上下极限.
对于任意的一个集列 {An}，我们构造一个新的集列 Bn =

∞⋃
m=n

Am，显然 {Bn}是减的 (不一定严格).则

lim
n→∞

Bn =

∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Am.

我们将集列 {Bn}的极限定义为 {An}的上极限.类似地，我们还可以给出下极限的定义，这里不再赘述.

0.4.4 集合的 Cartesian积

定义 0.18 (Cartesian积)

♣

若 Ai(i = 1, 2, · · · , n)是集合，则 A = {(x1, x2, · · · , xn)|xi ∈ A, i = 1, 2, · · · , n}称为 Ai(i = 1, 2, · · · , n)
的 Cartesian积或直积，记为

n∏
i=1

Ai或A1 ×A2 × · · · × An.

类似地，
∞∏
i=1

Ai = A1 ×A2 × · · · = {(x1, x2, · · · )|xi ∈ A, i = 1, 2, · · · }.

我们应当注意，集合的Cartesian积依赖于预先给定集合的次序.一般说来，集合X和集合 Y 的Cartesian积X×Y
完全不同于集合 Y 和集合 X 的 Cartesian积 Y ×X .特别地，若 Ai = A(i = 1, 2, · · · )，则

n∏
i=1

Ai = An,

∞∏
i=1

Ai = A∞.

0.5 关系与等价关系

定义 0.19 (关系)

♣设 X,Y 是两个集合.如果 R ⊂ X × Y，则称 R是从 X 到 Y 的一个关系.

定义 0.20 (值域)

♣

设 R是从集合 X 到集合 Y 的一个关系，即 R ⊂ X × Y .如果 (x, y) ∈ R，则我们称 x与 y 是R-相关的，
并且记作 xRy.如果 A ⊂ X，则 Y 的子集

{y ∈ Y |存在x ∈ A, s.t. xRy}

称为集合 A对于关系 R而言的像集，或者简单地称为集合 A的像集或集合 A的R-像，并且记作 R(A).
我们称 R(X)为关系 R的值域.

关系的概念十分广泛.函数、映射、等价、序、运算等概念都是关系的特例.这里有两个特别简单的从集合
X 到集合 Y 的特例，一个是 X × Y 本身，另一个是空集 ∅.
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0.6 映射

定义 0.21 (定义域)

♣

设 R是从集合 X 到集合 Y 的一个关系，即 R ⊂ X × Y .这时 Cartesian积 Y ×X 的子集

{(y, x) ∈ Y ×X|xRy}

是从集合 Y 到集合X的一个关系，我们称它为关系R的逆，记作R−1.如果B ⊂ Y，则X的子集R−1(B)

是集合 B 的R−1-像，我们也常称它为集合 B 对于关系 R而言的原像，或者集合 B 的R-原像.关系 R−1

的值域 R−1(Y )也成为关系 R的定义域.

定义 0.22 (复合关系)

♣

设 R是从集合 X 到集合 Y 的一个关系，S 是从集合 Y 到集合 Z 的一个关系.集合

{(x, z) ∈ (X,Z)|存在y ∈ Y, s.t. xRy且ySz}

是 Cartesian积X ×Z 的一个子集，即从集合X 到集合 Z 的一个关系，此关系称为关系 R与关系 S的复

合或积，记作 S ◦R.

定理 0.4

♥

设 R是从集合X 到集合 Y 的一个关系，S是从集合 Y 到集合 Z 的一个关系，T 是从集合 Z 到集合 U 的

一个关系，则

(1) (R−1)−1 = R；

(2) (S ◦R)−1 = R−1 ◦ S−1；

(3) T ◦ (S ◦R) = (T ◦ S) ◦R.

定理 0.5

♥

设 R是从集合X 到集合 Y 的一个关系，S是从集合 Y 到集合 Z 的一个关系，则对于X 的任意两个子集

A和 B，我们有

(1) R(A ∪B) = R(A) ∪R(B)；

(2) R(A ∩B) = R(A) ∩R(B)；

(3) (S ◦R)(A) = S(R(A)).

以上定理都可由定义直接验证，这里不再赘述.

定义 0.23

♣

设 X 是一个集合，从集合 X 到集合 X 的一个关系将简称为集合 X 中的一个关系. 集合 X 中的关系

{(x, x)|x ∈ X}称为恒同关系、恒同或者对角线，记作 ∆(X).

定义 0.24 (等价关系)

♣

设 R是集合 X 中的一个关系.如果 ∆(X) ⊂ R，即对任何 x ∈ X 有 xRx，则称关系 R为自反的；如果

R = R−1，即对任何 x, y ∈ X，若 xRy 则 yRx，则称关系 R为对称的；如果 R ∩ R−1 = ∅，即对任何
x, y ∈ X，xRy和 yRx不能同时成立，则称关系 R是反称的；如果 R ◦R ⊂ R，即对任何 x, y, z ∈ X，若

xRy, yRz，则 xRz，则称关系 R是传递的.
集合 X 中的一个关系如果同时是自反、对称和传递的，则称为集合 X 中的一个等价关系.

等价关系的概念在此简单提出，之后在更深入的学习中将展开讨论，在此不再深入探讨.
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0.6 映射

定义 0.25 (映射)

♣

设 F 是从集合 X 到集合 Y 的一个关系.如果对于每一个 x ∈ X 存在唯一的 y ∈ Y 使得 xFy，则称关系

F 是从集合 X 到集合 Y 的一个映射，记作 F : X → Y .

换言之，关系 F 是一个映射，如果对于每一个 x ∈ X，满足

(1) 存在 y ∈ Y，使得 xFy；

(2) 如果对于 y1, y2 ∈ Y 有 xFy1 和 xFy2，则 y1 = y2.

定义 0.26 (像与原像)

♣

设 X,Y 是两个集合，F : X → Y .对于每一个 x ∈ X，使得 xFy 的唯一的那个 y ∈ Y 称为 x的像或值，

记作 F (x)；对于每一个 y ∈ Y，若 x ∈ X 使得 xFy（即 y 是 x的像），则称 x是 y 的一个原像.（注意：
y ∈ Y 可以没有原像，也可以有不止一个原像.）

由于映射本身就是一种特殊的关系，因此关系的定义域、值域、逆、复合等概念自然也是映射的概念，我们不再

重复.下面给出单射、满射和双射的概念.

定义 0.27

♣

设X 和 Y 是两个集合，f : X → Y .如果X 中不同的点的像是 Y 中不同的点，那么称 f 是一个单射；如

果 Y 中的每一个点都有原像，那么称 f 是一个满射；如果 f 既是一个单射又是一个满射，则称 f 为双射，

又称一一映射.

用数学语言表示就是：

(1) 单射：对任何 x1, x2 ∈ X，若 x1 6= x2，则 f(x1) 6= f(x2)；

(2) 满射：对任何 y ∈ Y，存在 x ∈ X 使得 f(x) = y.
易见，集合X 中的恒同关系∆(X)是从X 到X 的一个双射，我们也常称之为（集合X 上的）恒同映射或

恒同，有时也称之为单位映射，记作 iX 或 i : X → X .显然，对任何 x ∈ X，有 iX(x) = x，即恒同映射把每一

个点映为这个点自身.
由于下面这个定理，双射也称为可逆映射.

定理 0.6

♥

设 X 和 Y 是两个集合，f : X → Y .如果 f 是双射，则 f−1 是从 Y 到 X 的双射，即 f−1 : Y → X .且

f−1 ◦ f = iX , f ◦ f−1 = iY .

该定理的证明参见熊金城编著的《点集拓扑讲义》第 13页，在此不再展开.

0.7 对等与基数

定义 0.28 (对等)

♣若 A,B 是非空集合，且存在双射 φ : A→ B，则称 A与 B 对等，记为 A ∼ B，规定 ∅ ∼ ∅.

例题 0.1我们可以给出有限集合的一个不依赖于元素个数概念的定义：集合 A称为有限集合，如果 A = ∅或 A

和正整数的某一截段 {1, 2, · · · , n}对等.
例题 0.2 {正整数全体} ∼ {正偶数全体}.这只需令 φ(x) = 2x, x ∈ Z+即可.
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0.8 可数集

例题 0.3 区间 (0, 1)和全体实数 R对等，只需对 x ∈ (0, 1)，令 φ(x) = tan

(
πx− π

2

)
.

例0.2和例0.3表明，一个无限集可以和它的一个真子集对等（可以证明，这一性质正是无限集的特征，常用
来作为无限集的定义）.这一性质对有限集来说显然不能成立.由此可以看到无限集和有限集之间的深刻差异.此
外，例0.3还表明，无限长的“线段”并不比有限长的线段有“更多的点”.

对等关系显然有以下性质：

定理 0.7

♥

对任何集合 A,B,C，均有

1. 自反性：A ∼ A；

2. 对称性：A ∼ B，则 B ∼ A；

3. 传递性：A ∼ B, B ∼ C，则 A ∼ C.

定义 0.29 (基数)

♣
若 A和 B 对等，则称它们有相同的基数或势.记为 |A| = |B|.

定义 0.30

♣

设 A,B是两个集合，如果 A不与 B对等，但存在 B的真子集 B′，有 A ∼ B′，则称 A比 B有较小的基

数（或 B 比 A有更大的基数），记作 |A| < |B|（或 |B| > |A|）.

下面，我们提出问题：任给两个集合 A,B，在

|A| < |B|, |A| = |B|, |A| > |B|

中是否必有一个成立且只有一个成立呢？回答是肯定的.但是第一个问题的论证较为复杂，不能在此讨论，我们
仅简单给出第二个问题的定理.

定理 0.8 (Bernstein定理)

♥设 A,B 是两个非空集合.如果 A对等于 B 的一个子集，B 又对等于 A的一个子集，那么 A ∼ B.

利用基数的说法就是：若 |A| ⩽ |B|, |B| ⩽ |A|，则 |A| = |B|.定理的证明过程不再展开讨论.

0.8 可数集

定义 0.31 (可数集)

♣凡和全体正整数所成集合 Z+ 对等的集合都称为可数集或可列集.

由于 Z+可按大小顺序排成一无穷序列 1, 2, · · · , n, · · ·，因此，一个集合 A是可数集合的充要条件为：A可

以排成一个无穷序列

a1, a2, · · · , an, · · · .

可数集合是无限集合，那么它在一般无限集合中处于什么地位呢？

定理 0.9

♥任何无限集合都至少包含一个可数子集.

证明 设M是一个无限集，因M 6= ∅，总可以从M中取出一个元素记为 e1，由于M是无限集，因此M\{e1} 6= ∅，
于是又可以从M\{e1}中取出一个元素 e2，显然 e2 ∈ M 且 e2 6= e1.以此类推，我们可以取出 n个这样的互异

元素 e1, e2, · · · , en.由归纳法，我们还可以从M\{e1, e2, · · · , en}取出 en+1.这样由归纳法，我们就找到M 的一
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0.8 可数集

个无限子集 {e1, e2, · · · , en, · · · }.它显然是一个可数集. ■
由上述定理我们知道：可数集在所有无限集中有最小的基数.

定理 0.10

♥可数集合的任何无限子集必为可数集合，从而可数集合的任何子集或者是有限集或者是可数集.

证明思路：利用 Bernstein定理来夹逼.

定理 0.11

♥设 A是可数集，B 是有限或可数集，则 A ∪B 为可数集.

证明思路：将可数集排成无穷序列.

推论 0.1

♥

设 Ai(i = 1, 2, · · · , n)是有限集或可数集，则
n⋃

i=1

Ai 也是有限集或可数集.但如果至少有一个 Ai 是可数

集，则
n⋃

i=1

Ai 必为可数集.

定理 0.12

♥
设 Ai(i = 1, 2, · · · , n)都是可数集，则

∞⋃
i=1

Ai 也是可数集.

证明 (1)先设 Ai ∩Aj = ∅(i 6= j).

可将
∞⋃
i=1

Ai 排成

∞⋃
i=1

Ai = {a11, a12, a21, a31, a22, a13, a14, · · · }.

(2)一般情形下，令 A′
1 = A1, A

′
i = Ai −

i−1⋃
j=1

Aj(i ⩾ 2)，则 A′
i ∩A′

j = ∅(i 6= j)，且
∞⋃
i=1

Ai =
∞⋃
i=1

A′
i

易知 A′
i 都是有限集或可数集.(定理0.10)如果只有有限个 A′

i 不为空集，由推论0.1，
∞⋃
i=1

A′
i 为可数集（因至

少 A′
i = Ai 为可数集），如果有无限多个（必为可数个）A

′
i 不为空集，则由 (1)，

∞⋃
i=1

A′
i 也是可数集，故在任何

情形下，
∞⋃
i=1

Ai 都是可数集. ■

我们用 ℵ0（读作“阿列夫零”）表示可数集的基数.则当 Ai 均为可数集合时，推论0.1可简记为

n · ℵ0 = ℵ0 + ℵ0 + · · ·+ ℵ0︸ ︷︷ ︸
n个

= ℵ0.

定理0.12的结论可简记为
ℵ0 · ℵ0 = ℵ0 + ℵ0 + · · ·+ ℵ0 + · · ·︸ ︷︷ ︸

可数个

= ℵ0.

定理 0.13

♥有理数全体成一可数集合.

证明 设 Ai =

{
1

i
,
2

i
,
3

i
, · · ·

}
(i = 1, 2, 3, · · · )，则 Ai 是可数集，于是由定理0.12知全体正有理数成一可数集

Q+ =
∞⋃
i=1

Ai，因正负有理数通过 φ(r) = −r一一对应，故全体负有理数成一可数集Q−，又Q = Q+ ∪Q− ∪{0}，

故由推论0.1知 Q为可数集. ■
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0.9 不可数集

应该注意，有理数在实数中是处处稠密的，即在数轴上任何小区间中都有有理数存在（并且有无穷多个）.
尽管如此，全体有理数还只不过是一个和稀疏分布着的正整数全体成为一一对应的可数集.这个表面看来令人难
以置信的事实，正是 Cantor创立集合论，向“无限”进军的一个重要成果，它是人类理论思维的又一胜利.

用有理数集的可数性和稠密性可推断出一些重要的结论.
例题 0.4设集合 A中元素都是直线上的开区间，满足条件：若开区间K,J ∈ A, K 6= J，则K ∩ J = ∅.则 A是

可数集或有限集.
证明 作映射 φ : A → Q. 设 K ∈ A，由于 Q 在直线上稠密，任取 r ∈ K ∩ Q，定义 φ(K) = r. 由于任意
K,J ∈ A, K 6= J，有K ∩ J = ∅，因此 φ是 A到 Q内的单射，于是 A ∼ φ(A) ⊂ Q，所以 |A| ⩽ |Q| = ℵ0，即

A是可数集或有限集. ■

定理 0.14

♥
设 Ai(i = 1, 2, · · · )是可数集，则

n∏
i=1

Ai 是可数集.

证明 用归纳法证明. 显然 i = 1 时结论成立. 设 i = n − 1 时结论成立，则
n−1∏
i=1

Ai 是可数集.Ai 可数，可设

Ai = {x1, x2, · · · , xk, · · · }. 记 Âk =
n−1∏
i=1

Ai × {xk}，则 Âk ∼
n−1∏
i=1

Ai(k = 1, 2, · · · )，因此 Âk 是可数集. 又
n∏

i=1

Ai =
∞⋃
k=1

Âk，由定理0.12，
n∏

i=1

Ai 是可数集. ■

例题 0.5平面上坐标为有理数的点的全体所成的集合为一可数集.
例题 0.6元素 (n1, n2, · · · , nk)是由 k个有理数组成的，其全体成一可数集.
例题 0.7整系数多项式

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

的全体是一可数集.
证明 对任意 n，设 An是 n次整系数多项式的全体组成的集合，则 An = {anxn + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0} ∼
Z0 ×Z× · · · × Z︸ ︷︷ ︸

n个

，其中 Z0 = Z\{0}和 Z都是可数集，因此由定理0.14，An是可数集.从而整系数多项式的全体

组成的集合
∞⋃

n=0
An 也是可数集. ■

每个多项式只有有限个根，所以得下面的定理.

定理 0.15

♥代数数的全体成一可数集.

注代数数指的是整系数多项式的根.

0.9 不可数集
我们将不是可数集合的无限集合称为不可数集.

定理 0.16

♥全体实数所成集合 R是一个不可数集合.

证明 由例0.3知 R ∼ (0, 1)，我们只需证明 (0, 1)不是可数集即可.首先 (0, 1)中的每一个实数 a都可以唯一地表

示为十进位无限小数

a = 0.a1a2 · · · =
∞∑

n=1

an
10n
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0.9 不可数集

的形式，其中各 an是 0, 1, · · · , 9中的一个数字，不全为 9，且不以 0为循环节.我们称实数的这种表示为一个正
规表示.（后面在实数理论中将给出证明）

现用反证法：假设 (0, 1)中的全体实数可排列成一个序列

(0, 1) = {a1, a2, · · · }.

将每个 an 表示成正规的无限小数：

a1 = 0.a11a12 · · · ,

a2 = 0.a21a22 · · · ,

· · · · · · · · · · · ·

下面设法在 (0, 1)之间找一个与所有这些实数都不同的实数.利用对角线上的数字 ann，作一个无限小数：

0.b1b2 · · · ,其中bn =

1, ann 6= 1,

2, ann = 1.

则此无限小数的各位数字既不全是 9，也不以 0为循环节，因此必是 (0, 1)中某一实数的正规表示.但这个实数
与每一个 an的正规表示都不同（至少第 n位不同），因此 (0, 1) 6= {a1, a2, · · · }，与假设矛盾.因此 (0, 1)是不可

数集.实数集 R是不可数集. ■
注以上定理的证明思路是 Cantor的对角线技巧.

推论 0.2

♥若用 ℵ表示全体实数所成的集合 R的基数，用 ℵ0 表示全体正整数所成集合 Z+ 的基数，则 ℵ > ℵ0.

我们称 ℵ为连续基数.称与 R等势的集合为连续统.

定理 0.17

♥
任意区间 (a, b), [a, b) , (a, b] , (0,∞), [0,∞)都是连续统.

定理 0.18

♥
设 A1, A2, · · · , An, · · · 是一列互不相交的连续统，则

∞⋃
n=1

Ai 也是连续统.

注上述定理说明可数个连续统的并仍是连续统.

定理 0.19

♥
设 A1, A2, · · · , An, · · · 是一列连续统，则

∞∏
n=1

Ai 也是连续统.

注上述定理说明可数个连续统的 Cartesian积仍是连续统.

定理 0.20

♥
设M 是任意的一个集合，它的所有子集构成新的集合 µ，则 |µ| > |M |.

一般地，集合M 的所有子集组成的集合记为 2M .上述定理说明了，对任意集合M，|M | < |2M |，从而没有
最大的基数.

由于可数集中元素比连续统中元素少得多，我们通常尽可能地用可数集合交、并运算代替不可数集的交、并

运算.这一点，在测度论中有十分重要的应用.
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第 1章 实数理论

数学分析研究的基本对象是定义在实数集上的函数.

1.1 实数的定义

1.1.1 建立实数的原则

定义 1.1 (数域)

♣

设 P 是由一些复数组成的集合，其中包括 0和 1，如果 P 中任意两个数的和、差、积、商（除数不为 0）
仍为 P 中的数，则称 P 为一个数域.

由定义1.1可知，数域对加、减、乘、除（除数不为 0）四则运算具有封闭性，即结果仍在数域本身中。例如，
全体有理数所构成的集合 Q是一个数域，称为有理数域.此外，常见的数域还有复数域 C，读者可自行验证.
例题 1.1证明全体有理数所构成的集合 Q是一个数域.
证明 对 ∀a = p

q , b =
s
t，其中 p, q, s, t ∈ Z且 st 6= 0，则由有理数的定义知，a, b ∈ Q

显然 0, 1 ∈ Q，
a+ b = pt+qs

qt ∈ Q
a− b = pt−qs

qt ∈ Q
a · b = ps

qt ∈ Q
a
b = pt

qs ∈ Q
故 Q是一个数域. ■

定义 1.2 (阿基米德有序域)

♣

集合 F 构成一个阿基米德有序域，是说它满足以下三个条件：

1. F 是域 在 F 中定义了加法“+”和乘法“·”两种运算，使得对于 F 中任意元素 a，b，c成立：

加法的结合律: (a+ b) + c = a+ (b+ c)；

加法的交换律: a+ b = b+ a；

乘法的结合律: (a · b) · c = a · (b · c)；
乘法的交换律: a · b = b · a；
乘法关于加法的分配律: (a+ b) · c = a · c+ b · c；
F 中对加法存在零元素和负元素（即存在加法的逆运算减法）；

F 中对乘法存在单位元素和逆元素（即存在乘法的逆运算除法）.
2. F 是有序域 在 F 中定义了序关系“<”具有如下全序的性质：
传递性:∀a, b, c ∈ F ,若 a < b，b < c，则 a < c；

三歧性:∀a, b ∈ F，a > b，a < b，a = b三者必居其一，也只居其一；

加法保序性：∀a, b, c ∈ F，若 a < b，则 a+ c < b+ c；

乘法保序性：∀a, b, c ∈ F，若 a < b，则 ac < bc (c>0).
3. F 中元素满足阿基米德性 对 F 中两个正元素 a，b，必存在自然数 n，使得 na > b.

1.1.2 Dedekind分割

设 A/B是有理数域 Q上的一个分割，即把 Q中的元素分为 A、B两个集合，使得 ∀a ∈ A, b ∈ B有 a < b

成立.则从逻辑上分为下列四种情况：



1.2 确界原理

1. A有最大值 a0，B 有最小值 b0；

2. A有最大值 a0，B 无最小值；

3. A无最大值，B 有最小值 b0；

4. A无最大值，B 无最小值.
而对于第 1种情况，取 a0+b0

2 ∈ Q，它将不属于集合 A、B 中的任何一个.
对于第 4种情况，说明分割到的数不在 Q内（我们将这种划分称为无端划分），因此这是我们通过“切割”

构造出来的“新数”.将所有这样切割出来的新数与原来的 Q取并集，并设新的集合为 R.将 R中的元素再次进
行分割，设 A′/B′为 R上的一个分割，则 ∀a ∈ A′, b ∈ B′有 a < b成立.同理，在排除上述的第 1种情况后，对
R的分割分为以下三种情况：

1. A′ 有最大值 a0，B
′ 无最小值；

2. A′ 无最大值，B′ 有最小值 b0；

3. A′ 无最大值，B′ 无最小值.
由此，我们给出 Dedekind定理.

定理 1.1 (Dedekind定理)

♥

设 A′、B′ 是 R的两个子集，且满足：
1. A′ 和 B′ 均不为空集；

2. A′ ∪B′ = R；
3. ∀a ∈ A′, b ∈ B′ 有 a < b.

则或者 A′ 有最大元素，或者 B′ 有最小元素.

Dedikind定理指出，我们在上述对 R进行分割时，只会出现第 1种或第 2种情况，而不可能 A′无最大值且

B′ 也无最小值。

证明 设 A是 A′ 中所有有理数的集合，设 B 是 B′ 中所有有理数的集合，则 A/B 有三种情况：

1. A有最大值 a0，B 无最小值；

2. A无最大值，B 有最小值 b0；

3. A无最大值，B 无最小值；
对于第 1种情况，设 a′ ∈ A′，使得 a′ > a0，则在 (a0, a

′)之间必定存在有理数 a，这与 A有最大值 a0矛盾.
因此 a0 也是 A′ 的最大值；

同理，对于第 2种情况，我们可以得到 b0 也是 B′ 的最小值；

对于第 3种情况，设 c是由 A/B得到的无理数，则 a0 < c < b0，可知 c或者是 A′中的元素，或者是 B′中

的元素.不妨设 c ∈ A′，可以证明 c为 A′的最大元素，因为如果存在 a是 A的最大元素，那么区间 (c, a)之间必

定存在有理数大于 a0，这与 A的最大值是 a0 矛盾.
以上我们就证明了或者 A′ 有最大元素，或者 B′ 有最小元素. ■

1.1.3 实数的公理化定义

由前两节的理论基础，我们可以定义实数构成一个阿基米德有序域，且满足 Dedekind定理.实数分为有理数
和无理数，其中无理数由有理数的无端划分产生.

1.2 确界原理
确界原理是极限理论的基础.
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1.2 确界原理

1.2.1 确界的定义

定义 1.3

♣

设 S 为 R中的一个数集，若存在数M(L)，使得对一切 x ∈ S，都有 x ⩽ M(x ⩾ L)，则称 S 为有上界

（下界）的数集，数M(L)称为 S 的一个上界（下界）.

定义 1.4 (上确界)

♣

设 S 是 R中的一个数集，若数 η满足：

(i)η是 S 的上界；

(ii)∀α < η, ∃x0 ∈ S, s.t.x0 > α，即 η又是 S 的最小上界，

则称 η为数集 S 的上确界，记作 η = supS

定义 1.5 (下确界)

♣

设 S 是 R中的一个数集，若数 ξ满足：

(i)ξ是 S 的下界；

(ii)∀β > ξ, ∃x0 ∈ S, s.t.x0 < β，即 ξ又是 S 的最小下界，

则称 ξ为数集 S 的下确界，记作 ξ = inf S

上（下）确界也可以由 ε语言定义.

定义 1.6 (上确界的 ε语言定义)

♣

设 S 为 R中的一个数集，若 S的一个上界M，∀ε > 0，∃a ∈ S，s.t. a > M − ε，则数M 称为 S 的一个

上确界.

定义 1.7 (下确界的 ε语言定义)

♣

设 S为 R中的一个数集，若 S的一个下界 L，∀ε > 0，∃b ∈ S，s.t. b < L+ ε，则数 L称为 S的一个下确

界.

上确界和下确界统称为确界.

1.2.2 确界原理及其证明

定理 1.2 (确界原理)

♥设 S 为 R中的一个数集，若 S 有上界，则必有上确界；若 S 有下界，则必有下确界.

证明 设数集 S 有上界，下面证明 S 有上确界.
设 B是数集 S所有上界组成的集合，记 A = R\B.若 B有最小元素，则 B的最小元素 b0即为 S的上确界.
设 x ∈ A，x不是 S的上界，则 ∃t ∈ S, s.t. x < t,取 x′ = x+t

2 ，则 x′ > x，因此对 A中任何一个元素 x，都

有 x′ > x存在，即 A没有最大元素.由 Dedekind定理，B 一定有最小元素，即 S 必有上确界. ■
例题 1.2利用确界原理证明 Dedekind定理，即证明二者的等价关系.
证明 设 R上任意一个 Dedekind分割为 A/B，易知 B中的每个元素都是 A的一个上界.由确界原理，A一定有
上确界.设m = supA，

若 m ∈ B，则 A中无最大元素，假设 B 中无最小元素，则 ∃m′ ∈ B s.t. m′ < m，由于 m = supA，推出

m′ ∈ A，这与m′ ∈ B 矛盾.故 B 中有最小元素.
若m ∈ A，则 A中有最大元素m，假设 B中有最小元素 n，则 m+n

2 不属于 A和 B，这与 A ∪B = R是矛
盾的，故 B 中无最小元素.
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1.3 实数的完备性

于是我们就证明了 Dedekind定理. ■

1.3 实数的完备性
本节内容是基于第二章中数列极限的前提下展开的，建议在学完第二章后进行学习.数列极限的定义与基本

性质在此不再赘述.

1.3.1 关于实数集完备性的基本定理

前面我们已经学习了 Dedekind分割与确界原理，从不同的角度反映了实数集的特性，通常称为实数的完备
性或实数的连续性公理.下面我们将介绍另外的几个实数的完备性公理.

定理 1.3 (单调有界收敛定理)

♥在实数系中，有界的单调数列必有极限.

证明 不妨设 {an}为有上界的递增数列，由确界原理，{an}必有上确界，设 a = sup {an}，根据上确界的定义，
∀ε > 0, ∃aN s.t. aN > a− ε

由 {an}的递增性，当 n ⩾ N 时，有

a− ε < aN ⩽ an

又因为

an ⩽ a < a+ ε

故

a− ε < an < a+ ε

即

lim
n→+∞

an = a

■

定理 1.4 (致密性定理)

♥任何有界数列必定有收敛的子列.

要证明此定理，可以先证明以下引理.

引理 1.1

♥任何数列都存在单调子列.

证明 设数列为 {an}，下面分两种情况讨论：
1. 若 ∀k ∈ Z+，{ak+n}都有最大项，记 {a1+n}的最大项为 an1，则 an1+n 也有最大项，记作 an2，显然有

an1
⩾ an2

，同理，有

an2
⩾ an3

.........

由此得到一个单调递减的子列 {ank
}

2. 若至少存在一个正整数 k，使得 {ak+n}没有最大项，先取 n1 = k+1，总存在 an1
后面的项 an2

（n2 > n1）

使得

an2 > an1

17



1.3 实数的完备性

，同理，总存在 an2 后面的项 an3（n3 > n2）使得

an3 > an2

.........

由此得到一个严格递增的子列 {ank
}

综上，命题得证. ■
下面是对致密性定理的证明：

证明 设数列 {an}有界，由引理2.1，数列 {an}存在单调且有界的子列，由单调有界收敛定理得出该子列是收敛
的. ■

定理 1.5 (柯西（Cauchy）收敛准则)

♥

数列 {an}收敛的充要条件是：
∀ε > 0, ∃N ∈ Z+, s.t. n, m > N 时，有

|an − am| < ε

单调有界只是数列收敛的充分条件，而柯西收敛准则给出了数列收敛的充要条件.
证明 必要性 设 lim

n→+∞
an = A，则 ∀ε > 0, ∃N ∈ Z+ s.t. n, m > N 时，有

|an −A| < ε

2
, |an −A| < ε

2

因而

|an − am| ⩽ |an −A|+ |am −A| = ε

充分性 先证明该数列必定有界.取 ε = 1，因为 {an}满足柯西收敛准则的条件，所以 ∃N0, ∀n > N0，有

|an − aN0+1| < 1

取M = max {|a1|, |a2|, · · · |aN0 |, |aN0+1|+ 1}，则对一切 n，成立

|an| ⩽M

由致密性原理，在 {an}中必有收敛子列

lim
k→+∞

ank
= ξ

由条件，∀ε > 0, ∃N，当 n, m > N 时，有

|an − am| < ε

2

在上式中取 am = ank
，其中 k充分大，满足 nk > N，并且令 k → ∞，于是得到

|an − ξ| ⩽ ε

2
< ε

即数列 {an}收敛. ■

定义 1.8 (闭区间套)

♣

设闭区间列 {[an, bn]}具有如下性质：
1. [an, bn] ⊃ [an + 1, bn + 1] , n = 1, 2, · · ·；
2. lim

n→+∞
(bn − an) = 0.

则称 {[an, bn]}为闭区间套，或简称区间套.

由性质 1，构成闭区间套的闭区间列是前一个套着后一个的，即各闭区间端点满足如下不等式：

a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ an ⩽ · · · ⩽ bn ⩽ · · · ⩽ b2 ⩽ b1. (1.1)

18



1.3 实数的完备性

定理 1.6 (闭区间套定理)

♥

若 {[an, bn]}是一个闭区间套，则在实数系中存在唯一的一点 ξ，使得 ξ ∈ [an, bn] , n = 1, 2, · · ·，即

an ⩽ ξ ⩽ bn, n = 1, 2, · · · .

证明 由式1.1可以看出，数列 {an} 是递增数列且有界，{bn} 是递减数列且有界，由单调有界收敛定理，可知
{an}和 {bn}都收敛.设 lim

n→∞
an = ξ，由闭区间套的第 2条性质，得 lim

n→∞
bn = ξ.

{an}是递增数列，有 an ⩽ ξ, n = 1, 2, · · · ;
{bn}是递减数列，有 bn ⩾ ξ, n = 1, 2, · · · .

所以有 an ⩽ ξ ⩽ bn, n = 1, 2, · · · .
下面证明 ξ的唯一性：

假设存在 ξ′ 满足 an ⩽ ξ′ ⩽ bn, n = 1, 2, · · · .，则

|ξ′ − ξ| ⩽ bn − an, n = 1, 2, · · · ,

由闭区间套的第 2条性质，有

|ξ′ − ξ| ⩽ lim
n→∞

(bn − an) = 0, n = 1, 2, · · · ,

故 ξ′ = ξ. ■

定义 1.9

♣

设 S 为数轴上的点集，H 为开区间的集合（即 H 的每一个元素都是形如 (α, β)的开区间）.若 S 中的任

何一点都含在 H 中至少一个开区间内，则称 H 为 S 的一个开覆盖，或称 H 覆盖 S.若 H 中开区间的个

数是无限（有限）的，则称H 为 S 的一个无限开覆盖（有限开覆盖）.若存在 S 的开覆盖 H ′ ⊆ H ,则称
H ′ 是 H 的子覆盖，特别地，当 H ′ 中含有的开区间的个数为有限个时，称 H ′ 为 H 的有限子覆盖.

定理 1.7 (Heine-Borel有限覆盖定理)

♥

设 H 是闭区间 [a, b]的一个（无限）开覆盖，则从 H 中能选出有限个开区间来覆盖 [a, b].
即：有限闭区间的任一开覆盖都存在一个有限子覆盖.

证明 设 H 是闭区间 [a, b]的一个开覆盖，定义集合

S =
{
x|x ∈ (a, b] , 且 [a, x]存在开覆盖H的一个有限子覆盖

}
.

因为 H 是 [a, b]的一个开覆盖，所以存在一个区间 I0 ∈ H 使得 a ∈ I0，则存在 x0 ∈ I0 满足 x0 > a，所以

S 6= ∅.显然 b是 S 的一个上界，由确界原理，S 一定有上确界.设M = supS ⩽ b，下面证明M = b:
反证法 假设M < b，则M ∈ (a, b]，[a,M ]存在 H 的一个有限子覆盖.假设开区间 I1 包含M，则存在

δ > 0使得 (M − δ,M + δ) ⊆ I1，因为M 是 S 的上确界，所以M − δ ∈ S，记 [a,M − δ]的有限开覆盖为 H ′，

则 [a,M + δ]也有有限开覆盖 H ′ ∪ I1，得M + δ ∈ S 这与M 是 S 的上确界矛盾.所以M = b，即 [a, b]的开覆

盖 H 存在一个有限子覆盖. ■
注法国数学家 Borel于 1895年第一次陈述并证明了现代形式的 Heine-Borel定理.此定理只对有限闭区间成立，
而对开区间则不一定成立.例如开区间集合{

(
1

n+ 1
, 1)

}
, (n = 1, 2, · · · )

构成了开区间 (0, 1)的开覆盖，但不能从中选出有限个开区间覆盖住 (0, 1).
从上面的讨论我们发现，如果从数轴上取下一段“紧致无缝”的集合（含端点），那么就可以从它的任意开

覆盖中取出一个有限子覆盖，否则就不行.这表明我们找到了一个刻画实数集完备性的新方法，我们形象地将这
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个性质称为“紧致性”.

定义 1.10 (紧致集)

♣设集合 E ∈ R，若集合 E 的任一开覆盖都存在一个有限子覆盖，则称 E 为 R上的一个紧致集.

注紧致集也称紧集，是一个重要的拓扑概念.
注以后我们会将以上条件称为”Heine-Borel条件”.
我们可以重新表述 Heine-Borel有限覆盖定理.

定理 1.8 (Heine-Borel有限覆盖定理)

♥R中的任一有限闭区间都是紧致集.

定义 1.11 (邻域)

♣

设 a ∈ R, δ > 0，将满足 |x− a| < δ的全体 x的集合称为a的 δ邻域，记作 U(a, δ).将满足 0 < |x− a| < δ

的全体 x的集合称为a的 δ去心邻域，记作 Ů(a, δ).

显然，邻域与去心邻域的区别在于去心邻域不包含中心点 a.

定义 1.12 (聚点)

♣

设 S 是数轴上的点集，ξ 是一个定点 (可以在 S 中也可以不在 S 中)，若 ξ 的任一邻域中都含有 S 中无穷

多个点，则称 ξ为 S 的一个聚点.

聚点的另一定义如下：

定义 1.13

♣
若存在各项互异的收敛数列 {xn} ⊂ S，则其极限 lim

n→∞
xn = ξ是 S 的一个聚点.

定理 1.9 (Weierstrass聚点定理)

♥实轴上任一有界无限点集 S 至少有一个聚点.

由聚点的等价定义，该定理也可叙述为：有界数列必有收敛子列，即致密性定理.

1.3.2 实数集完备性定理的等价关系

通过前面的学习，我们共有以下 8个基本定理来叙述实数的完备性：
1. Dedekind定理；
2. 确界原理；
3. 单调有界收敛定理；
4. 致密性定理；
5. 柯西收敛准则；
6. 闭区间套定理；
7. Heine-Borel有限覆盖定理；
8. Weierstrass聚点定理.

可以证明，这 8个基本定理都是等价的.(证明会在后续修正时给出)
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第 2章 数列极限

2.1 数列极限的定义
数列极限在我们直观上是说对于数列 {an}，当 n越来越大（趋近于∞）时，an 越来越接近于一个确定的

数 a，以至于在 n取到∞的时候。an就等于 a了.相信读者在直观上对数列极限的概念都有或多或少的认识.然
而，这种叙述不够严谨.“n越来越大”是多大？“趋近于∞”是如何趋近的？“an越来越接近一个确定的数”是
说 an 和 a总是随着 n的增大而越接近的吗？是否存在 an 与 a在距离上的波动性？以上问题都是由于极限的定

义不够清晰所导致的，因此，我们采用更严谨的 ε−N 语言定义数列极限.

定义 2.1 (数列极限)

♣

对于数列 {an}，a为一个确定的数，对 ∀ε > 0, ∃N, s.t. n > N 时，有 |an − a| < ε，则称数列 {an}收敛
于 a，a就称为数列 {an}的极限.记作

lim
n→∞

an = a或者an → a, (n→ ∞)

若数列 {an}没有极限，则称 {an}不收敛，或称 {an}为发散数列.
例题 2.1证明 lim

n→∞
1
n = 0.

证明 ∀ε > 0，取 N = 1
ε，当 n > N 时，|an − 0| < ε，所以 lim

n→∞
1
n = 0. ■

例题在此不过多展示，可以参考任意一本数学分析教材. 经过一部分练习，我们对数列极限的定义有了更深
刻的印象.下面我们对 ε−N 语言进行进一步的解释.

ε是任意的正实数，也就是说它可以无限接近于 0，那么 2ε，3ε，ε
2 等都是任意的正实数，同样可以无限接

近于 0，也就反映 an和 a的距离会随着 n的增大而非常接近.这里的 N 可以看作 n增大的一个阈值，超过这个

阈值，an 和 a的距离总是小于一个限度 ε.我们将证明某个数列极限的步骤总结如下：
1. 列出前提条件：∀ε > 0.
2. 取 N，解不等式 |an − a| < ε，得到 n > f(ε)（f(ε) 表示不等式右边是关于 ε 的表达式），我们可以取

N = f(ε)或者取 N = [f(ε)] + 1（取整后加 1即将 f(ε)向上取整）.
3. 将上述取到的 N 按数列极限的定义书写，证明完毕.
我们在上述例题中看出，N 的取值是与 ε有关的，所以 N 也可以写成 N(ε)，一般来说，ε的值越小，取到

的 N 就会越大，ε是任意正实数，当它充分接近于 0时，N 就趋向于无穷.
按定义，我们也可以这样描述数列极限：

定义 2.2 (数列极限)

♣
对 ε > 0，数列 {an}至多有有限项落在 a的 ε邻域之外，则称 a的数列 {an}的极限.

在所有收敛数列中，有一类重要的数列，称为无穷小数列，其定义如下.

定义 2.3 (无穷小数列)

♣
若 lim

n→∞
an = 0，则称 {an}为无穷小数列.

由无穷小数列的定义，不难证明以下定理.

定理 2.1

♥
数列 {an}收敛于 a的充要条件是：|an − a|是无穷小数列.

最后我们简单介绍一下无穷大数列.



2.2 收敛数列的性质

定义 2.4 (无穷大数列)

♣

若数列 {an}满足：对任意正数M > 0，总存在正整数 N，使得当 n > N 时，有

|an| > M,

则称数列 {an}发散于无穷大，并记作

lim
n→∞

an = ∞或an → ∞.

我们称这样的数列 {an}为无穷大数列.

无穷大数列虽然不收敛，但却有一定的变化趋势.关于无穷小数列和无穷大数列的关系，我们有以下的定理.

定理 2.2

♥
对于数列 {xn}, ∀n ∈ Z+, xn 6= 0，则数列 {xn}为无穷小数列 ⇐⇒ { 1

xn
}为无穷大数列.

证明 充分性 lim
n→∞

xn = 0，即 ∀ε > 0, ∃N, s.t. ∀n > N, |xn| < ε，则 1
xn

> 1
ε，取M = 1

ε，由于 ε的任意性，

M 可以取到任意正数.所以有 1
xn

> M，即 1
xn
为无穷大数列.

必要性 lim
n→∞

1
xn

= ∞，即 ∀M > 0, ∃N, s.t. ∀n > N, | 1
xn

| > M，则 |xn| < 1
M，取 ε = 1

M，由于M 的

任意性，ε可以取到任意正数.所以有 |xn| = |xn − 0| < ε，即 xn 为无穷小数列. ■

2.2 收敛数列的性质
收敛数列有如下一些重要性质.

定理 2.3 (唯一性)

♥
若数列 {an}收敛，则它只有一个极限.

证明 设 a是收敛数列 {an}的一个极限，对 ∀b 6= a，取 ε0 = 1
2 |b− a|，则 U(b, ε0)中至多有数列 {an}的有限个

项，则 b不是数列 {an}的极限.这就证明了收敛数列极限的唯一性. ■
一个收敛数列一般含有无穷多个数，而它的极限只是一个数，我们单凭这一个数就能精确地估计出几乎全

体项的大小.以下收敛数列的一些性质，大都基于这一事实.

定理 2.4 (有界性)

♥收敛数列必有界.

证明 设数列 {an}收敛， lim
n→∞

an = a，取 ε = 1，则由数列极限的定义，∃N ∈ Z+, s.t. ∀n > N，有

|an − a| < 1，即 a− 1 < an < a+ 1.

记

M = max{|a1|, |a2|, · · · , |aN |, |a− 1|, |a+ 1|},

则对 ∀n ∈ Z+都有 |an| < M .
即数列 {an}有界. ■

注有界性是数列收敛的必要条件，而非充分条件.即有界不一定收敛，收敛一定有界.

定理 2.5 (保号性)

♥

若 lim
n→∞

an = a > 0（或 < 0），则对任何 a′ ∈ (0, a)（或 a′ ∈ (a, 0)），存在正数 N，使得当 n > N 时，有

an > a′（或 an < a′）.
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2.2 收敛数列的性质

证明 对于 a > 0的情形，取 ε = a− a′(> 0)，则存在正数N，使得当 n > N 时，有 an > a− ε = a′，同理可证

a < 0的情形. ■

推论 2.1 (保号性推论)

♥
设 lim

n→∞
an = a, lim

n→∞
bn = b, a < b，则存在 N，使得当 n > N 时，有 an < bn.

证明 因为 a < a+b
2 < b，所以由保号性，存在 N1，当 n > N1 时，有

an <
a+ b

2
;

存在 N2，当 n > N2 时，有

bn >
a+ b

2
.

取 N = max{N1, N2}，当 n > N 时，有

an < bn.

■

定理 2.6 (保序性)

♥
设 {an}和 {bn}都是收敛数列，若存在正数 N0，使得当 n > N0 时，有 an ⩽ bn，则 lim

n→∞
an ⩽ lim

n→∞
bn.

证明 设 lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b.对于任意 ε > 0，分别存在正数 N1 和 N2，当 n > N1 时，有

a− ε < an

当 n > N2 时，有

bn < b+ ε

取 N = max{N0, N1, N2}，当 n > N 时，有

a− ε < an ⩽ n− bn < b+ ε,

由此得到 a < b+ 2ε，由 ε的任意性得 a ⩽ b，即 lim
n→∞

an ⩽ lim
n→∞

bn. ■

定理 2.7 (迫敛性)

♥

设收敛数列 {an}, {bn}都以 a为极限，数列 {cn}满足：存在正数 N0，当 n > N0 时，有

an ⩽ cn ⩽ bn,

则数列 {cn}收敛，且 lim
n→∞

cn = a

证明 lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = a，则对 ∀ε > 0, ∃N1, N2 > 0, s.t.

a− ε < an;

bn < a+ ε.

取 N = max{N0, N1, N2}，当 n > N 时，有

a− ε < an ⩽ cn ⩽ bn < a+ ε

从而有 |cn − a| < ε，即 lim
n→∞

cn = a. ■
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2.3 Stolz定理

定理 2.8 (四则运算法则)

♥

若 {an}与 {bn}为收敛数列，则 {an ± bn}, {an · bn}也都是收敛数列，且

lim
n→∞

(an ± bn) = lim
n→∞

an ± lim
n→∞

bn,

lim
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn.

特别当 {bn}为常数 c时，有

lim
n→∞

(an + c) = lim
n→∞

an + c, lim
n→∞

can = c lim
n→∞

an.

若再假设 bn 6= 0及 lim
n→∞

bn 6= 0，则 {an

bn
}也是收敛数列，且有

lim
n→∞

an
bn

=
lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
.

证明 由于 an − bn = an + (−1)bn，
an

bn
= an · 1

bn
，因此我们只需要证明关于和、积、倒数运算的结论即可.

设 lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b，则对 ∀ε > 0，分别存在正数 N1 和 N2，使得

|an − a| < ε,当n > N1,

|bn − b| < ε,当n > N2.

取 N = max{N1, N2}，则当 n > N 时上述两不等式同时成立，从而有

1. |(an + bn)− (a+ b)| ⩽ |an − a|+ |bn − b| < 2ε，这就证得 lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn.

2. |anbn − ab| = |(an − a)bn + a(bn − b)| ⩽ |bn||an − a|+ |a||bn − b|.由收敛数列的有界性可知，存在一正数
M，使得 |bn| < M，则有

|anbn − ab| ⩽ |bn||an − a|+ |a||bn − b| < (M + |a|)ε.

由 ε的任意性，这就证得 lim
n→∞

anbn = ab.

3. 由于 lim
n→∞

bn = b 6= 0，根据收敛数列的保号性，存在正数 N3，使得当 n > N3 时，有 |bn| > 1
2 |b|. 取

N ′ = max{N2, N3},则当 n > N ′ 时，有∣∣∣∣ 1bn − 1

b

∣∣∣∣ = |bn − b|
|bnb|

<
2|bn − b|

b2
<

2ε

b2
.

由 ε的任意性，这就证得 lim
n→∞

1
bn

= 1
b . ■

定义 2.5 (子列)

♣

设 {an}为数列，{nk}为正整数集 Z+ 的无限子集，且 n1 < n2 < · · · < nk < · · ·，则数列

an1
, an2

, · · · , ank
, · · ·

称为数列 {an}的一个子列，记为 {ank
}.

定理 2.9

♥
数列 {an}收敛的充要条件是：{an}的任何子列都收敛.

证明 充分性 因为 {an}也是自身的一个子列，所以结论是显然的.
必要性 设 lim

n→∞
an = a，{ank

}是 {an}的任一子列.则对 ∀ε > 0, ∃N > 0, s.t. ∀k > N 时，有 |ak−a| < ε.
又因为 nk ⩾ k，故 k > N 时，有 |ank

− a| < ε.这就证明了任一子列 {ank
}收敛（且与 {an}有相同的极限）. ■
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2.3 Stolz定理

2.3 Stolz定理

2.4 数列极限存在的条件
在研究比较复杂的数列极限问题时，通常先考虑数列极限的存在性问题，若有极限，再考虑数列的计算问

题.在实际应用中，解决的数列极限的存在性问题，即使极限值的计算较为困难，但由于当 n充分大时，an能充

分接近其极限，故可用 an 来作为极限的近似值，本节将重点讨论极限的存在性问题.

2.4.1 数列极限的存在性定理

定义 2.6 (数列的单调性)

♣

1. 若数列 an 满足

an ⩽ an+1, ∀n ∈ Z+,

则称该数列是递增的，其中，若有

an < an+1

成立，则称该数列是严格递增的；

2. 若数列 an 满足

an ⩾ an+1, ∀n ∈ Z+,

则称该数列是递减的，其中，若有

an > an+1

成立，则称该数列是严格递减的.
3. 递增数列和递减数列统称为单调数列（无论是否严格）.

定理 2.10 (单调有界收敛定理)

♥在实数系中，有界的单调数列必有极限.

证明 不妨设 {an}为有上界的递增数列，由确界原理，{an}必有上确界，设 a = sup {an}，根据上确界的定义，
∀ε > 0, ∃aN s.t. aN > a− ε

由 {an}的递增性，当 n ⩾ N 时，有

a− ε < aN ⩽ an

又因为

an ⩽ a < a+ ε

故

a− ε < an < a+ ε

即

lim
n→+∞

an = a

■

定理 2.11 (致密性定理)

♥任何有界数列必定有收敛的子列.

要证明此定理，可以先证明以下引理.
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2.4 数列极限存在的条件

引理 2.1

♥任何数列都存在单调子列.

证明 设数列为 {an}，下面分两种情况讨论：
1. 若 ∀k ∈ Z+，{ak+n}都有最大项，记 {a1+n}的最大项为 an1

，则 an1+n 也有最大项，记作 an2
，显然有

an1
⩾ an2

，同理，有

an2
⩾ an3

.........

由此得到一个单调递减的子列 {ank
}

2. 若至少存在一个正整数 k，使得 {ak+n}没有最大项，先取 n1 = k+1，总存在 an1
后面的项 an2

（n2 > n1）

使得

an2 > an1

，同理，总存在 an2
后面的项 an3

（n3 > n2）使得

an3
> an2

.........

由此得到一个严格递增的子列 {ank
}

综上，命题得证. ■
下面是对致密性定理的证明：

证明 设数列 {an}有界，由引理2.1，数列 {an}存在单调且有界的子列，由单调有界收敛定理得出该子列是收敛
的. ■

定理 2.12 (柯西（Cauchy）收敛准则)

♥

数列 {an}收敛的充要条件是：
∀ε > 0, ∃N ∈ Z+, s.t. n, m > N 时，有

|an − am| < ε

单调有界只是数列收敛的充分条件，而柯西收敛准则给出了数列收敛的充要条件.
证明 必要性 设 lim

n→+∞
an = A，则 ∀ε > 0, ∃N ∈ Z+ s.t. n, m > N 时，有

|an −A| < ε

2
, |an −A| < ε

2

因而

|an − am| ⩽ |an −A|+ |am −A| = ε

充分性 先证明该数列必定有界.取 ε = 1，因为 {an}满足柯西收敛准则的条件，所以 ∃N0, ∀n > N0，有

|an − aN0+1| < 1

取M = max {|a1|, |a2|, · · · |aN0
|, |aN0+1|+ 1}，则对一切 n，成立

|an| ⩽M

由致密性原理，在 {an}中必有收敛子列

lim
k→+∞

ank
= ξ

由条件，∀ε > 0, ∃N，当 n, m > N 时，有

|an − am| < ε

2
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2.4 数列极限存在的条件

在上式中取 am = ank
，其中 k充分大，满足 nk > N，并且令 k → ∞，于是得到

|an − ξ| ⩽ ε

2
< ε

即数列 {an}收敛. ■

2.4.2 自然常数与 Euler常数

例题 2.2证明极限 lim
n→∞

(1 + 1
n )

n 存在.
证明 设 an = (1 + 1

n )
n, n = 1, 2, · · · .由二项式定理，

an = (1 +
1

n
)n

= 1 + C1
n

1

n
+ · · ·+ Ck

n

1

nk
+ · · ·+ Cn

n

1

n

= 1 + 1 +
n(n+ 1)

2!

1

n2
+ · · ·+ n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!

1

nk
+ · · ·+ 1

nn

= 2 +
1

2!
(1− 1

n
) + · · ·+ 1

k!
(1− 1

n
)(1− 2

n
) · · · (1− k − 1

n
) + · · ·+

1

n!
(1− 1

n
)(1− 2

n
) · · · (1− n− 1

n
)

< 2 +
1

2!
(1− 1

n+ 1
) + · · ·+ 1

k!
(1− 1

n+ 1
)(1− 2

n+ 1
) · · · (1− k − 1

n+ 1
) + · · ·+

1

(n+ 1)!
(1− 1

n+ 1
)(1− 2

n+ 1
) · · · (1− n

n+ 1
)

= an+1,

故 {an}是严格递增的.由上式可推得

an < 2 +
1

2!
+ · · ·+ 1

k!
+ · · ·+ 1

n!

< 2 +
1

1 · 2
+ · · ·+ 1

(k − 1)k
+ · · ·+ 1

(n− 1)n

= 2 + (1− 1

2
) + · · ·+ (

1

k − 1
− 1

k
) + · · ·+ (

1

n− 1
− 1

n
)

= 3− 1

n
< 3.

这表明 an 是有界的.由单调有界收敛定理可知 lim
n→∞

(1 + 1
n )

n 存在. ■
注通常用拉丁字母 e代表该数列的极限，即

lim
n→∞

(1 +
1

n
)n = e.

它是一个无理数（待证），其前几位数字是

e ≈ 2.718281828459045.

例题 2.3证明 lim
n→∞

(1 + 1
n )

n+1 严格单调递减趋于 e.
证明 lim

n→∞
(1 + 1

n )
n+1 = lim

n→∞
(1 + 1

n )
n(1 + 1

n ) = lim
n→∞

e(1 + 1
n ) = e.设 an = (1 + 1

n )
n+1，下面只需证明 {an}单

调递减，即

an > an+1.

由均值不等式，
1

an
= (

n

n+ 1
)n+1 = 1 · n

n+ 1
· · · · · n

n+ 1︸ ︷︷ ︸
n+1个

< (
n+ 1

n+ 2
)n+2 =

1

an+1

故 an > an+1. ■
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2.4 数列极限存在的条件

由上面两道例题，我们可以得出如下不等式：

(1 +
1

n
)n < e < (1 +

1

n
)n+1. n = 1, 2, · · · (2.1)

分别对两个不等号取对数，有

n ln(1 +
1

n
) < 1;

(n+ 1) ln(1 +
1

n
) > 1

得
1

n+ 1
< ln(1 +

1

n
) <

1

n
. n = 1, 2, · · · (2.2)

将 n = 1, 2, · · · , n依次代入，得
1

2
< ln

2

1
<

1

1

1

3
< ln

3

2
<

1

2

· · ·
1

n+ 1
< ln

n+ 1

n
<

1

n

将上述各式相加，得

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n+ 1
< ln(n+ 1) < 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
. n = 1, 2, · · · (2.3)

以上三个不等式都非常有用.

命题 2.1

♠

设数列

ẽn = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
, n = 1, 2, · · ·

则 lim
n→∞

ẽn = e.

证明 在对 lim
n→∞

(1 + 1
n )

n = e的证明过程中已知 ẽn是有界的，显然 ẽn是单调递增的，有单调有界收敛定理可知

{ẽn}收敛.
(i)由于

en = (1 +
1

n
)n ⩽ 1 +

1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
= ẽn,

由极限的保序性可知 lim
n→∞

en ⩽ lim
n→∞

ẽn.

(ii)给定m ⩽ n，则

en =

n∑
i=0

1

i!
(1− 1

n
)(1− 2

n
) · · · (1− i− 1

n
) ⩾

m∑
i=0

1

i!
(1− 1

n
)(1− 2

n
) · · · (1− i− 1

n
).

令 n→ ∞，得

lim
n→∞

en ⩾
m∑
i=0

1

i

令m→ ∞，得 lim
n→∞

en ⩾ lim
n→∞

ẽn.

综合 (i)和 (ii)可知 lim
n→∞

ẽn = lim
n→∞

en = e. ■
在实际应用中，我们常用数列 {ẽn}来计算 e的值，这是因为 {ẽn}收敛得更快.

定理 2.13

♥自然常数 e是一个无理数.
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2.4 数列极限存在的条件

证明 反证法 假设 e是一个有理数，则 e = p
q , p, q ∈ Z+，因为 2 < e < 3，所以 e不是整数，所以有 q ⩾ 2.

ẽn+m − ẽn =
1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 2)!
+ · · ·+ 1

(n+m)!

=
1

(n+ 1)!

[
1 +

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

(n+ 2) · · · (n+m)

]
<

1

(n+ 1)!

[
1 +

1

n+ 2
+ · · ·+

(
1

n+ 2

)m−1
]

=
1

(n+ 1)!
·
1−

(
1

n+2

)m
1− 1

n+2

.

令m→ ∞，则

e − ẽn =
1

(n+ 1)!
·
1−

(
1

n+2

)m
1− 1

n+2

⩽ 1

(n+ 1)!
· 1

1− 1
n+2

<
1

(n+ 1)!
· 1

1− 1
n+1

=
1

(n+ 1)
· n+ 1

n

=
1

n!n
.

则

q!(e − ẽn) ⩽
1

q
⩽ 1

2
/∈ Z (2.4)

q!(e − ẽn) = q!

[
p

q
−
(
1 +

1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

q!

)]
= (q − 1)!p− (q! + 2 · 3 · · · q + 3 · 4 · · · q + · · ·+ 1) ∈ Z (2.5)

这里出现矛盾，假设不成立，因此 e是无理数. ■

命题 2.2

♠

有两个数列 {xn}，{yn}，
xn = 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
− ln(n+ 1)

yn = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn

则 {xn}和 {yn}收敛到同一实数.

证明 (i)先证明 {xn}收敛，由不等式2.2，

xn+1 − xn =
1

n+ 1
− ln(n+ 2) + ln(n+ 1)

=
1

n+ 1
− ln

(
1 +

1

n+ 1

)
> 0

所以 {xn}严格递增.
由不等式2.3，

1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− ln(n+ 1) < 1− 1

n+ 1
< 1

所以 {xn}有界.
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2.5 上极限和下极限

由单调有界收敛定理，{xn}收敛.
由于 yn+1 = 1 + 1

2 + · · ·+ 1
n + 1

n+1 − ln(n+ 1) = xn + 1
n+1，所以 yn 也收敛.

lim
n→∞

yn = lim
n→∞

yn+1 = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

1

n+ 1
= lim

n→∞
xn.

■
注以上数列的极限称为 Euler常数，记作 γ，其前几位数字为

γ = 0.5772156649

需要注意，Euler常数虽然极有可能是无理数，但至今尚未证明其无理性.

2.5 上极限和下极限

2.5.1 上极限和下极限的定义

定义 2.7 (实数系的扩充)

♣定义扩充后的实数系 R̃ = R ∪ ±∞.

本节内容基于扩充后的实数系讨论.

定义 2.8 (数列的聚点)

♣
若数 a的任一邻域含有数列 {xn}中的无限多个项，则称 a为数列 {xn}的一个聚点.

注数列（或点列）的聚点定义与实数理论中关于数集（或点集）的聚点定义是有区别的.当把点列看作点集时，
点列中对应于相同数值的项，只能作为一个点来看待，如点列

{
sin nπ

4

}
作为点集来看待时，它仅含有五个点，即{

sin
nπ

4

}
=

{
−1,−

√
2

2
, 0,

√
2

2
, 1

}
按点集聚点的定义，这个有限集没有聚点.而我们在点列聚点的定义中只考虑项，只要在一点的任意小邻域内聚
集了无穷多个项（不论其数值是否相同），该点就称为点列的聚点.所以点列（数列）的聚点实际上就是其收敛
子列的极限.

定理 2.14 (存在性)

♥任何数列（点列）至少有一个聚点.

定义 2.9 (上极限与下极限)

♣

设数列 {xn}的聚点（极限点）组成的集合为 E，定义 supE 为数列 {xn}的上极限，记作 lim sup
n→∞

xn 或

lim
n→∞

xn，定义 inf E 为数列 {xn}的下极限，记作 lim inf
n→∞

xn 或 lim
n→∞

xn.

对于无界数列，其只有一个聚点 +∞或 −∞，则

lim sup
n→∞

xn = lim inf
n→∞

xn = +∞(或−∞)

由于 E 6= ∅，因此任一数列都存在上极限和下极限，这一点使得上极限和下极限比一般的极限更具“应用
优势”.

一般来说，求数列的上极限和下极限没有固定的简单方法，对于极限点只有有限个的情况，我们可以分别

求出这有限个极限点从而直接得出上极限和下极限.
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2.5 上极限和下极限

命题 2.3

♠
lim sup
n→∞

xn ∈ E,lim inf
n→∞

xn ∈ E

上述命题说明了上极限和下极限分别是数列的最大聚点和最小聚点.
证明 只证明上极限的情况.

(i)lim sup
n→∞

xn = +∞，则 E 无上界，{an}无上界，故 {an}一定存在以 +∞为极限的子列，因此 +∞也是

一个极限点，即 +∞ ∈ E；

(ii)lim sup
n→∞

xn = −∞，则 E = {−∞}，故 −∞ ∈ E；

(iii)lim sup
n→∞

xn = a，即 {xn}有界，∃M > 0 s.t.

−M < xn < M.

取 [a1, b1] = [−M,M ]，将区间 [ak−1, bk−1]等分为两个子区间，若右边一个含有 {xn}的无穷多个项，则取
它为 [ak, bk]，否则取左边的子区间为 [ak, bk].（k = 2, 3, · · ·）

这样的选取方法既保证了每次选出的 [ak, bk]都含有 {xn}中的无限多个项，同时在 [ak, bk]的右边却至多有

{xn}的有限个项，于是由区间套 {[ak, bk]}所确定的点列 {xn}的聚点必是 {xn}的最大聚点.
类似地，只要把每次优先挑选右边一个子区间改为优先挑选左边一个，就能证明最小聚点的存在性. ■

定理 2.15

♥

lim inf
n→∞

xn ⩽ lim sup
n→∞

xn

等号成立当且仅当数列 {an}有极限.

上极限和下极限也可用 ε−N 语言刻画.

定理 2.16 (上下极限的 ε−N 定义)

♥

设数列 {an}，令
E = {a ∈ R : ∀ε > 0, ∃N > 0,当n > N时, an < a+ ε};

F = {a ∈ R : ∀ε > 0, ∃N > 0,当n > N时, an > a− ε}.

则 lim sup
n→∞

an = inf E，lim inf
n→∞

an = supF.

证明 只需证明上极限的情况.设 lim sup
n→∞

an = L.

(i)证明 L ⩾ inf E. 用反证法，假设 L < inf E，即 L /∈ E，即存在 ε > 0使得对于任意 N > 0，都存在

n > N 使得 an ⩾ L+ ε，这表明 (L+ ε,+∞)中有 {an}的无穷多项，由Weierstrass定理可知 (L+ ε,+∞)中一

定有极限点 L′ > L，出现矛盾.因此 L ∈ E，这表明 L ⩾ inf E.
(ii)证明 L ⩽ inf E. 用反证法，假设 L > inf E，即 ∃a ∈ E 满足 a < L，存在 ε > 0使得 a+ ε < L，由于

a ∈ E，故 ∃N > 0使得当 n > N 时，an < a+ ε.这表明 (a+ ε,+∞)中有 {an}的有限项，因此 L不是极限点，

出现矛盾.于是 a ⩾ L，这表明 L ⩽ inf E.
综上可知 lim sup

n→∞
an = inf E. ■

注为了让上极限是 +∞下极限是 −∞的情况也能用上面的语言刻画，可以令

E = {a ∈ R̃ : ∀x > a, ∃N > 0,当n > N时, an < x},

F = {a ∈ R̃ : ∀x < a, ∃N > 0,当n > N时, an > x}.

则 lim sup
n→∞

an = inf E, lim inf
n→∞

an = supF.
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2.5 上极限和下极限

命题 2.4 (Stolz定理的推广形式)

♠

设数列 {an}和 {bn}.若 {bn}严格递增，且 lim
n→∞

bn = +∞，则

lim inf
n→∞

an − an−1

bn − bn−1
⩽ lim inf

n→∞

an
bn

⩽ lim sup
n→∞

an
bn

⩽ lim sup
n→∞

an − an−1

bn − bn−1
.

证明 中间的不等号显然成立.则由对称性，我们只需证右边的不等号成立即可.
令

L = lim sup
n→∞

an − an−1

bn − bn−1
.

当 L = +∞时命题显然成立.当 L < +∞时，∀ε > 0，设 l = L+ ε.则 ∃N ∈ N+，当 n ⩾ N 时，有
an − an−1

bn − bn−1
< l.

因此有
aN − aN−1

bN − bN−1
< l,

aN+1 − aN
bN+1 − bN

< l, · · · , an − an−1

bn − bn−1
< l,

则
an − aN−1

bn − bN−1
=

an

bn
− aN−1

bn

1− bN−1

bn

< l, (2.6)

即
an
bn

− aN−1

bn
< l(1− bN−1

bn
).

两边取上极限，有

lim sup
n→∞

an
bn

< l = L+ ε,

即

lim sup
n→∞

an
bn

⩽ L = lim sup
n→∞

an − an−1

bn − bn−1
.

左边的不等号证明方法同理. ■
注由不等式

min{a1
b1
,
a2
b2
, · · · , an

bn
} ⩽ a1 + a2 + · · ·+ an

b1 + b2 + · · ·+ bn
⩽ max{a1

b1
,
a2
b2
, · · · , an

bn
}

得到式2.6.
现在我们已经给出了上极限和下极限的两种定义，它们比较直观，都没有与数列极限“直接挂钩”，因此在

处理某些问题时并不便利，下面给出了第三种方式来定义上极限和下极限.
之前讲到，研究数列的极限并不关心前面的有限项，即去掉前面的有限项并不会改变数列的极限（如果有

极限的话），因此研究数列的“最终趋势”时，也不需要关心前面的有限项.受此启发，对于数列 {an}，我们可
以定义这样一个数列 {Ln}：

Ln := sup
k⩾n

{ak} = sup{an, an+1, · · · }, n = 1, 2, · · · .

由于

{ak|k ⩾ n+ 1} ⊂ {ak|k ⩾ n}, n = 1, 2, · · · .

因此数列 {Ln}是单调递减的.同理定义数列 {ln}：

ln := inf
k⩾n

{ak} = inf{an, an+1, · · · }, n = 1, 2, · · · .

且 {ln}是单调递增的.于是可知数列 {Ln}和 {ln}都有极限.不难想到 {Ln}和 {ln}的极限分别是数列 {an}的
上极限和下极限.
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2.5 上极限和下极限

定理 2.17

♥

设数列 {an}，则
(1) lim sup

n→∞
an = lim

n→∞
sup
k⩾n

{an}；

(2) lim inf
n→∞

an = lim
n→∞

inf
k⩾n

{an}.

证明 只证明 (1)即可.令
Ln = sup

k⩾n
{ak}, L = lim sup

n→∞
an.

只需证明 lim
n→∞

Ln = L.

(i)当 L = +∞时，{an}存在一个以 +∞为极限的子列.因此

Ln = sup
k⩾n

{ak} = +∞.

故 lim
n→∞

Ln = L.

(ii)当 L = −∞时，lim sup
n→∞

an = −∞，则

lim
n→∞

an = −∞.

对 ∀M > 0, ∃N ∈ N+ 使得当 n ⩾ N 时，an < −M .则

LN = sup
k⩾N

ak < −M.

又因为 {LN}单调递减，故当 n ⩾ N 时，有

Ln ⩽ LN < −M.

即 lim
n→∞

Ln = −∞.
(iii)当 L ∈ R时，任取 {an}的一个极限点 l，对于给定的 n，选取 i ⩾ n，则 ki ⩾ i ⩾ n，于是

aki
⩽ sup{an, an+1, · · · , aki

, · · · } = Ln, n = 1, 2, · · ·

令 i→ ∞得 l ⩽ Ln，再令 n→ ∞，得 l ⩽ lim
n→∞

Ln，于是 L ⩽ lim
n→∞

Ln.
由上下极限的第二种定义，∀ε > 0, ∃N ∈ N+ 使得当 n > N 时有 an < L+ ε.则

Ln < L+ ε,

当 n→ ∞时，有
lim
n→∞

Ln ⩽ L.

因此有 L = lim
n→∞

Ln，即

lim sup
n→∞

an = lim
n→∞

sup
k⩾n

{an}.

■

命题 2.5

♠

设数列 {an}，则
(1)lim sup

n→∞
(−an) = − lim inf

n→∞
an；

(2)lim inf
n→∞

(−an) = − lim sup
n→∞

an.

证明 因为有 sup(−E) = − inf(E)，inf(−E) = − sup(E)，故

sup
k⩾n

{−ak} = − inf
k⩾n

{ak}, inf
k⩾n

{−ak} = − sup
k⩾n

{ak}

取 n→ ∞即得结论. ■
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2.5 上极限和下极限

2.5.2 上下极限的性质

定理 2.18 (保序性)

♥

设数列 {an}, {bn}，若 ∃N > 0，当 n > N 时，有 an ⩽ bn，则

(1)lim sup
n→∞

an ⩽ lim sup
n→∞

bn,

(2)lim inf
n→∞

an ⩽ lim inf
n→∞

bn.

特别地，若 α, β 为常数，∃N > 0，当 n > N 时，有 α ⩽ an ⩽ β，则

α ⩽ lim inf
n→∞

xn ⩽ lim sup
n→∞

xn ⩽ β.

证明 只需证明 (1).记 lim sup
n→∞

an = A, lim sup
n→∞

bn = B.

(i)当 B = +∞或 A = −∞时，命题显然成立；
(ii)当 A = +∞时，A中存在以 +∞为极限的子列，因为若 ∃N > 0，当 n > N 时，有 an ⩽ bn，所以 B中

也存在以 +∞为极限的子列，因此 A = B，类似可证 B = −∞时 A = B；

(iii)当 A,B ∈ R时，用反证法，假设 A > B，则存在 ε > 0使得 B < B + ε < A，由上极限的 ε−N 定义，

存在 N1，当 n > N1 时，有 bn < B + ε，取 N0 = max{N,N1}，当 n > N0 时，有

an ⩽ bn < B + ε < A

，则在 (B + ε,+∞)之间只有 {an}的有限项，因此 A不可能是 {an}的极限点，这与 A是 {an}的上极限矛盾.
因此 A ⩽ B.

类似可证下极限的保序性. ■

定理 2.19 (上极限的次可加性与下极限的超可加性)

♥

设数列 {an}，{bn}，则
1. lim inf

n→∞
an + lim inf

n→∞
bn ⩽ lim inf

n→∞
(an + bn) ⩽ lim inf

n→∞
an + lim sup

n→∞
bn;

2. lim inf
n→∞

an + lim sup
n→∞

bn ⩽ lim sup
n→∞

(an + bn) ⩽ lim sup
n→∞

an + lim sup
n→∞

an.

注设定义在 A上的映射 f，∀a, b ∈ A.
1. 若 f(a+ b) = f(a) + f(b)，则称 f 满足可加性 (additivity)；
2. 若 f(a+ b) ⩾ f(a) + f(b)，则称 f 满足超可加性 (superadditivity)；
3. 若 f(a+ b) ⩽ f(a) + f(b)，则称 f 满足次可加性 (subadditivity).

证明 只需证明第 1个不等式.对任意 l ⩾ n，有 inf
k⩾n

ak ⩽ al， inf
k⩾n

bk ⩽ bl，由 l的任意性，有

inf
k⩾n

ak + inf
k⩾n

bk ⩽ inf
k⩾n

(ak + bk).

则

inf
k⩾n

ak ⩾ inf
k⩾n

(ak + bk) + inf
k⩾n

(−bk) = inf
k⩾n

(ak + bk)− sup
k⩾n

bk.

即

inf
k⩾n

(ak + bk) ⩽ inf
k⩾n

ak + sup
k⩾n

bk.

当 n→ ∞时，有
lim inf
n→∞

ak + lim inf
n→∞

bk ⩽ lim inf
n→∞

(ak + bk) ⩽ lim inf
n→∞

ak + lim sup
n→∞

bk.

第 2个不等式类似可证. ■
注特别地，当 lim

n→∞
an = a时，有

1. lim inf
n→∞

(an + bn) = a+ lim inf
n→∞

bn;
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2.5 上极限和下极限

2. lim sup
n→∞

(an + bn) = a+ lim sup
n→∞

bn.

利用上述定理即可证明，不再赘述.
与上极限的次可加性和下极限的超可加性类似，我们还有以下结论.

定理 2.20

♥

设非负数列 {an}，{bn}，则

1.
(
lim inf
n→∞

an

)(
lim inf
n→∞

bn

)
⩽ lim inf

n→∞
(anbn) ⩽

(
lim inf
n→∞

an

)(
lim sup
n→∞

bn

)
；

2.
(
lim inf
n→∞

an

)(
lim sup
n→∞

bn

)
⩽ lim inf

n→∞
(anbn) ⩽

(
lim sup
n→∞

an

)(
lim sup
n→∞

bn

)
.

证明 只需证明第 1个不等式.对任意 l ⩾ n，有 inf
k⩾n

ak ⩽ al，inf
k⩾n

bk ⩽ bl，由于 {an}, {bn}非负和 l的任意性，有(
inf
k⩾n

ak

)(
inf
k⩾n

bk

)
⩽ inf

k⩾n
(akbk).

对于任意 ε > 0，存在m ⩾ n，使得 am < ε+ inf
k⩾n

ak，由于 bm ⩽ sup
k⩾n

bk，且 {an}, {bk}非负，因此(
ε+ inf

k⩾n
ak

)(
inf
k⩾n

bk

)
> ambm ⩾ inf

k⩾n
(akbk).

由 ε的任意性，有 (
ε+ inf

k⩾n
ak

)(
inf
k⩾n

bk

)
⩾ inf

k⩾n
(akbk).

于是得到不等式 (
inf
k⩾n

ak

)(
inf
k⩾n

bk

)
⩽ inf

k⩾n
(akbk) ⩽

(
ε+ inf

k⩾n
ak

)(
inf
k⩾n

bk

)
.

n→ ∞时即得要证结论.第 2个不等式类似可证. ■
注特别地，当 lim

n→∞
an = a时，有

1. lim inf
n→∞

(anbn) = a lim inf
n→∞

bn;
2. lim sup

n→∞
(anbn) = a lim sup

n→∞
bn.
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第 3章 函数极限

3.1 函数的概念
关于函数概念，在中学数学中我们已经有了初步的了解，本节仅对此作一定的复习与补充.

3.1.1 函数的定义

定义 3.1 (函数)

♣

给定两个实数集D和M，若有对应法则 f，使对每一个 x ∈ D，都有唯一的 y ∈M 与它相对应，则称 f

是定义在数集 D上的函数 (function)，记作

f : D →M,

x 7→ y.

数集 D 称为函数 f 的定义域 (domain of definition)，x所对应的 y 称为 f 在点 x的函数值，常记为 f(x).
全体函数值的集合

f(D) = {y|y = f(x), x ∈ D}(⊂M)

称为函数 f 的值域 (range).

关于函数的定义，做如下说明：

1. 习惯上我们称上述函数定义中的 x为自变量 (independent variable)，y为因变量 (dependent variable).
2. 用数学运算式子表示函数时，我们将使该运算式子有意义的自变量值的全体称为存在域 (domain of exis-

tence).
3. 在函数定义中，对每一个 x ∈ D，只能有唯一的一个 y值与它对应，这样定义的函数称为单值函数 (single-

valued function).若同一个 x值可以对应多于一个的 y值，则称这种函数为多值函数 (multi-valued function).
在本书范围内，我们只讨论单值函数.

3.1.2 复合函数

定义 3.2 (复合函数)

♣

设有两函数

y = f(u)

u = g(x)

对每一个 x都通过函数 g对应了唯一的 u，而 u又通过函数 f 对应了唯一的 y.这就确定了一个以 x为自

变量，y为因变量的函数，记作 y = f(g(x))或 y = (f ◦ g)(x)，称为复合函数 (composite function).u称为
中间变量，函数 f 和 g的复合运算可以简单写为 f ◦ g.

3.1.3 初等函数

我们已经熟悉的基本初等函数有常量函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数六类.

定义 3.3 (初等函数)

♣由基本初等函数经过有限次四则运算与复合运算所得到的函数，统称为初等函数 (elementary function).



3.2 函数的性质

3.2 函数的性质

3.2.1 有界性

定义 3.4 (上界和下界)

♣

设 f 是定义在 D上的函数.
若存在数M，使得 ∀x ∈ D，有

f(x) ⩽M,

则称 f 在 D上有上界，M 为 f 在 D上的一个上界 (upper bound).
若存在数 L，使得 ∀x ∈ D,

f(x) ⩾M,

则称 f 在 D上有下界，L为 f 在 D上的一个下界 (lower bound).

定义 3.5 (有界函数)

♣

设 f 是定义在 D上的函数.若存在正数M，使得 ∀x ∈ D，有

|f(x)| ⩽M,

则称 f 是 D上的有界函数 (bounded function).

根据定义，f 有界的充要条件是 f 既有上界也有下界.

3.2.2 单调性

定义 3.6 (单调函数)

♣

设 f 为定义在 D上的函数.若对任何 x1, x2 ∈ D，当 x1 < x2 时，总有

(i)f(x1) ⩽ f(x2)，则称 f 为D上的增函数 (increasing function)，特别当成立严格不等式 f(x1) < f(x2)时，

称 f 为 D上的严格增函数 (strictly increasing function)；
(ii)f(x1) ⩾ f(x2)，则称 f 为 D 上的减函数 (decreasing function)，特别当成立严格不等式 f(x1) > f(x2)

时，称 f 为 D上的严格减函数 (strictly decreasing function).

3.2.3 奇偶性

定义 3.7 (奇偶函数)

♣

设 D是对称于原点的数集，f 为定义在 D上的函数.
若对每一个 x ∈ D，有

f(−x) = −f(x)

则称 f 是 D上的奇函数 (odd function)；
若对每一个 x ∈ D，有

f(−x) = f(x)

则称 f 是 D上的偶函数 (even function).
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3.3 函数极限的定义

3.2.4 周期性

定义 3.8 (周期函数)

♣

设 f 为定义在 D上的函数.若存在 σ > 0，使得对一切 x ∈ D，x± σ ∈ D，有 f(x± σ) = f(x)，则称 f

为周期函数 (periodic function)，σ 称为 f 的一个周期 (period).在 f(x)所有的正周期中，最小的正周期就

称为 f 的最小正周期.

3.3 函数极限的定义

3.3.1 x趋于∞时函数的极限

定义 3.9

♣

设 f 为定义在 [a,+∞)上的函数，A为定数.若对任给的 ε > 0，存在正数M(⩾ a)，使得当 x > M 时，有

|f(x)−A| < ε,

则称函数 f 当 x趋于 +∞时以 A为极限，记作

lim
x→+∞

f(x) = A或f(x) → A(x→ +∞).

定义中正数M 的作用与数列定义中的N 相类似，表明 x充分大的程度；但这里考虑的是比M 大的所有实

数 x，而不仅仅是正整数 n.因此，当 x→ +∞时函数 f 以 A为极限意味着：A的任意小邻域内必含有 f 在+∞
的某邻域上的全部函数值.
现在我们设 f 为定义在 U(−∞)或 U(∞)上的函数，当 x→ −∞或 x→ ∞时，若函数值 f(x)能无限地接

近某定数 A，则称 f 当 x→ −∞或 x→ ∞时以 A为极限，分别记作

lim
x→−∞

f(x) = A或f(x) → A(x→ −∞);

lim
x→∞

f(x) = A或f(x) → A(x→ ∞).

这两种函数极限的精确定义与上述定义相仿，只需把上述定义中的“x > M”分别改为“x < −M”或”|x| > M”
即可.

不难发现，若 f 是定义在 U(∞)上的函数，则

lim
x→∞

f(x) = A ⇐⇒ lim
x→+∞

f(x) = lim
x→−∞

f(x) = A.

3.3.2 x趋于 x0时函数的极限

定义 3.10 (函数极限的 ε− δ定义)

♣

设函数 f 在点 x0的某个空心邻域 Ů(x0; δ
′)内有定义，A为定数.若对任给的 ε > 0，存在正数 δ(< δ′)，使

得当 0 < |x− x0| < δ时，有

|f(x)−A| < ε,

则称函数 f 当 x趋于 x0 时以 A为极限，记作

lim
x→x0

f(x) = A或f(x) → A(x→ x0).
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3.4 函数极限的性质

3.3.3 单侧极限

有些函数在其定义域上的某些点左侧与右侧的解析式不同（如分段函数定义域上的某些点），或函数只在某

些点的一侧有定义（如定义域的区间端点处），这时函数在那些点上的极限只能单侧地给出定义.

定义 3.11

♣

设函数 f 在 Ů+(x0; δ
′)内有定义，A为定数.若对任给的 ε > 0，存在正数 δ(< δ′)，使得当 x0 < x < x0+ δ

时，有

|f(x)−A| < ε,

则称 A为函数 f 当 x趋于 x+0 时的右极限，记作

lim
x→x+

0

f(x) = A或f(x) → A(x→ x+0 ).

类似地，我们可以定义函数的左极限.
右极限和左极限统称为单侧极限.f 在点 x0 处的右极限和左极限又分别记为

f(x0 + 0) = lim
x→x+

0

f(x)与f(x0 − 0) = lim
x→x−

0

f(x).

关于函数极限与单侧极限的关系有如下定理.

定理 3.1

♥
lim

x→x0

f(x) = A ⇐⇒ lim
x→x+

0

f(x) = lim
x→x−

0

f(x) = A.

3.4 函数极限的性质
在上一节中，我们引入了下面六种类型的极限：

1. lim
x→∞

f(x);

2. lim
x→+∞

f(x);

3. lim
x→−∞

f(x);

4. lim
x→x0

f(x);

5. lim
x→x+

0

f(x);

6. lim
x→x−

0

f(x).

它们具有与数列极限相类似的一些性质，下面以第 4种类型的极限为代表来叙述并证明这些性质.至于其他
类型极限的性质及证明，只要相应地做些修改即可.

定理 3.2 (唯一性)

♥
若极限 lim

x→x0

f(x)存在，则此极限是唯一的.

证明 设 A,B都是 f 当 x→ x0时的极限，则对任给的 ε > 0，分别存在正数 δ1和 δ2，使得当 0 < |x− x0| < δ1

时，有

|f(x)−A| < ε,

当 0 < |x− x0| < δ2 时，有

|f(x)−B| < ε.
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3.4 函数极限的性质

取 δ = min{δ1, δ2}，则当 0 < |x− x0| < δ时，上述两式同时成立，故有

|A−B| = |(f(x)−A)− (f(x)−B)|

⩽ |f(x)−A|+ |f(x)−B| < 2ε.

由 ε的任意性得 A = B.这就证明了极限的唯一性. ■

定理 3.3 (局部有界性)

♥
若 lim

x→x0

f(x)存在，则 f 在 x0 的某空心邻域 Ů(x0)上有界.

证明 设 lim
x→x0

f(x) = A.取 ε = 1，则存在 δ > 0，使得对一切 x ∈ Ů(x0; δ)，有

|f(x)−A| < 1 ⇒ |f(x)| < |A|+ 1.

这就证明了 f 在 Ů(x0)上有界. ■

定理 3.4 (局部保号性)

♥

若 lim
x→x0

f(x) = A > 0，则对任何正数 r < A，存在 Ů(x0)，使得对一切 x ∈ Ů(x0)，有

f(x) > r > 0.

A < 0的情况类似.

证明 设 A > 0，对任何 r ∈ (0, A)，取 ε = A− r，则存在 δ > 0，使得对一切 x ∈ Ů(x0; δ)，有

f(x) > A− ε = r,

这就证得结论.对于 A < 0的情形可类似证明.

定理 3.5 (保序性)

♥

设 lim
x→x0

f(x)和 lim
x→x0

g(x)都存在，且在某邻域 Ů(x0; δ
′)上有 f(x) ⩽ g(x)，则

lim
x→x0

f(x) ⩽ lim
x→x0

g(x).

证明 设 lim
x→x0

f(x) = A， lim
x→x0

g(x) = B，则对任意 ε > 0，分别存在正数 δ1和 δ2，使得当 0 < |x− x0| < δ1时，

有

A− ε < f(x),

当 0 < |x− x0| < δ2 时，有

g(x) < B + ε.

令 δ = min{δ′, δ1, δ2}，则当 0 < |x− x0| < δ时，有

A− ε < f(x) ⩽ g(x) < B + ε,

从而 A < B + 2ε.由 ε的任意性推出 A ⩽ B，即

lim
x→x0

f(x) ⩽ lim
x→x0

g(x).

■

定理 3.6 (迫敛性)

♥

设 lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = A，且在某 Ů(x0; δ
′)上有

f(x) ⩽ h(x) ⩽ g(x),

则 lim
x→x0

h(x) = A.
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3.5 函数极限存在的条件

证明 对任意 ε > 0，分别存在正数 δ1 和 δ2，使得当 0 < |x− x0| < δ1 时，有

A− ε < f(x),

当 0 < |x− x0| < δ2 时，有

g(x) < A+ ε.

令 δ = min{δ′, δ1, δ2}，则当 0 < |x− x0| < δ时，有

A− ε < f(x) ⩽ h(x) ⩽ g(x) < A+ ε,

由此得 |h(x)−A| < ε，所以 lim
x→x0

h(x) = A. ■

定理 3.7 (四则运算法则)

♥

若极限 lim
x→x0

f(x)与 lim
x→x0

g(x)都存在，则函数 f ± g，f · g当 x→ x0 时极限也存在，且

lim
x→x0

[f(x)± g(x)] = lim
x→x0

f(x)± lim
x→x0

g(x);

lim
x→x0

[f(x)g(x)] = lim
x→x0

f(x) · lim
x→x0

g(x);

又若 lim
x→x0

g(x) 6= 0，则 f/g当 x→ x0 时极限存在，且

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
.

这个定理的证明类似于数列极限的四则运算法则，不再赘述.

3.5 函数极限存在的条件

定理 3.8 (Heine归结原理)

♥

设函数 f(x)在 Ů(x0)上有定义.则 lim
x→x0

f(x) = A的充要条件是 Ů(x0)中的任一趋于 x0 的数列 {xn}都
有 lim

n→∞
f(xn) = A.

证明 必要性 若 lim
x→x0

f(x) = A，则 ∀ε > 0, ∃δ > 0 s.t.当x ∈ Ů(x0, δ)时，f(x) ∈ Ů(A, ε).

若 lim
n→∞

xn = x0，则∃N > 0，当n ∈ N时，都有xn ∈ Ů(x0, δ).则 lim
n→∞

f(xn) = A.

充分性 假设 lim
x→x0

f(x) 6= A，则 ∃ε0 > 0，对 ∀δ > 0，都存在一个 x ∈ Ů(x, δ)使 f(x′) /∈ Ů(A, ε0).我们

依次取 δ = δ0,
δ0
2 , · · · ,

δ0
n , · · ·，则存在相应的点 x1, x2, · · · , xn, · · ·，使得

{xn} ⊂ Ů(x0; δ0) 而 lim
n→∞

f(xn) 6= A.

■
注在求证充分性时，直接进行求证涉及数列 {xn}的任意性，我们不能将所有的 {xn}列举出来，由于逆否命题
和原命题等价，因此我们只需证明其逆否命题，即证明

若 lim
x→x0

f(x) 6= A，则Ů(x0)中存在趋于x0数列{xn}使 lim
n→∞

f(xn) 6= A.

关键在于我们构造了这样一个趋于 x0 的数列 {xn}.
注 若可找到一个以 x0 为极限的数列 {xn}，使 lim

n→∞
f(xn) 不存在，或找到两个都以 x0 为极限的数列 {x′n} 与

{x′′n}，使 lim
n→∞

f(x′n)与 lim
n→∞

f(x′′n)都存在而不相等，则 lim
x→x0

f(x)不存在.

例题 3.1证明极限 lim
x→0

sin 1
x 不存在.

证明 设 x′n = 1
nπ , x

′′
n = 1

2nπ+π
2
(n = 1, 2, · · · )，则显然有

x′n → 0, x′′n → 0(n→ ∞),
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3.6 两个重要极限

sin
1

x′n
= 0 → 0, sin

1

x′′n
= 1 → 1(n→ ∞).

故由归结原理即得结论. ■

定理 3.9 (Cauchy准则)

♥

设函数 f 在 Ů(x0, δ
′)上有定义. lim

x→x0

f(x)存在的充要条件是：任给 ε > 0，存在正数 δ(< δ′)，使得对任何

x′, x′′ ∈ Ů(x0, δ)，有 |f(x′)− f(x′′)| < ε.

证明 必要性 设 lim
x→x0

f(x) = A，则对任给的 ε > 0，存在正数 δ(< δ′)，使得对任何 x ∈ Ů(x0, δ)，有

|f(x)−A| < ε
2 .于是对任何 x′, x′′ ∈ Ů(x0, δ)，有

|f(x′)− f(x′′)| ⩽ |f(x′)−A|+ |f(x′′)−A| < ε

2
+
ε

2
= ε.

充分性 设数列 {xn} ⊂ Ů(x0; δ)且 lim
n→∞

xn = x0.按假设，对任给的 ε > 0，存在正数 δ(< δ′)，使得对任何

x′, x′′ ∈ Ů(x0, δ)，有 |f(x′) − f(x′′)| < ε.由于 xn → x0(n → ∞)，对上述的 δ > 0, ∃N > 0，当 n,m > N 时，

有 xn, xm ∈ Ů(x0; δ)，从而有

|f(xn)− f(xm)| < ε.

于是，按数列的柯西收敛准则，数列 f(xn)的极限存在，由 Heine归结原则， lim
x→x0

f(x)也存在. ■
按照函数极限的柯西准则，我们能写出极限 lim

x→x0

f(x)不存在的充要条件：存在 ε0 > 0，对任何 δ > 0，总

可找到 x′, x′′ ∈ Ů(x0, δ)，使得 |f(x′)− f(x′′)| ⩾ ε0.

3.6 两个重要极限

3.6.1 lim
x→0

sin x

x
= 1

证明 在中学数学的学习中，我们已经知道如下不等式：

sinx < x < tanx(0 < x <
π

2
),

除以 sinx，得到

1 <
x

sinx
<

1

cosx
,

由此得

cosx <
sinx

x
< 1.

易知 cosx和 sin x
x 都是偶函数，因此当 −π

2 < x < 0时上式也成立.由 lim
x→0

cosx = 1及函数极限的迫敛性，可得

lim
x→0

sinx

x
= 1.

■

3.6.2 lim
x→∞

(1 + 1
x
)x = e

证明 所求证的极限等价于同时成立以下两个极限：

lim
x→+∞

(1 +
1

x
)x = e,

lim
x→−∞

(1 +
1

x
)x = e.

先利用数列极限 lim
n→∞

(1 + 1
n )

n = e证明第一个极限成立.
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3.7 无穷小量与无穷大量

因为 lim
n→∞

(1 + 1
n+1 )

n = lim
n→∞

(1 + 1
n )

n+1 = e，所以对 ∀ε > 0, ∃N ∈ Z+，当 n > N 时，有

e − ε < (1 +
1

n+ 1
)n < (1 +

1

n
)n+1 < e + ε.

取 X = N，当 x > X 时，令 n = [x]，那么

(1 +
1

n+ 1
)n < (1 +

1

x
)x < (1 +

1

n
)n+1.

所以有

e − ε < (1 +
1

x
)x < e + ε.

这就证明了 lim
x→+∞

(1 + 1
x )

x = e.

下面证明第二个极限成立.为此做代换 x = −y，则

(1 +
1

x
)x = (1− 1

y
)−y = (1 +

1

y − 1
)y,

且当 x→ −∞时 y → +∞，从而有

lim
x→−∞

(1 +
1

x
)x = lim

y→+∞
(1 +

1

y − 1
)y−1 · (1 + 1

y − 1
) = e.

■
注以后还常用到 e的另一种极限形式：

lim
α→0

(a+ α)
1
α = e.

事实上，令 α = 1
x，则 x→ ∞ ⇐⇒ α→ 0，所以

e = lim
x→∞

(1 +
1

x
)x = lim

α→0
(a+ α)

1
α .

3.7 无穷小量与无穷大量

3.7.1 无穷小量

定义 3.12

♣

设函数 f 在某 Ů(x0)上有定义.若
lim

x→x0

f(x) = 0,

则称 f 为当 x → x0 时的无穷小量 (infinitesimal). 若函数 g 在某 Ů(x0)上有界，则称 g 为当 x → x0 时的

有界量 (bounded).

类似地，我们可以定义 x → x+0，x → x−0，x → +∞，x → −∞以及 x → ∞时的无穷小量和有界量.特别
地，任何无穷小量也必都是有界量.

由函数极限、无穷小量和有界量的定义可以立刻推得以下性质：

1. 两个（相同类型的）无穷小量之和、差、积仍为无穷小量.
2. 无穷小量与有界量的乘积为无穷小量.
3. lim

x→x0

f(x) = A ⇐⇒ f(x)−A是当 x→ x0 时的无穷小量.

3.7.2 无穷小量阶的比较

无穷小量是以 0为极限的函数，而不同的无穷小量收敛于 0的速度有快有慢，为此，我们考察两个无穷小

量的比，以便对它们的收敛速度做出判断.
设当 x→ x0 时，f 和 g均为无穷小量.
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3.7 无穷小量与无穷大量

定义 3.13 (不同阶无穷小量)

♣

若 lim
x→x0

f(x)
g(x) = 0，则称当 x→ x0时 f 为 g的高阶无穷小量 (infinitemal of higher order)，或称 g为 f 的低

阶无穷小量 (infinitemal of lower order),记作

f(x) = o(g(x))(x→ x0).

特别地，f 为当 x→ x0 时的无穷小量记作

f(x) = o(1)(x→ x0).

定义 3.14 (同阶无穷小量)

♣

若存在正数K 和 L，使得在某 Ů(x0)上有

K ⩽
∣∣∣∣f(x)g(x)

∣∣∣∣ ⩽ L,

则称 f 与 g为当 x→ x0 时的同阶无穷小量 (infinitemal of the same order).特别当

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= c 6= 0

时，f 和 g必为同阶无穷小量.
若无穷小量 f 与 g满足关系式 ∣∣∣∣f(x)g(x)

∣∣∣∣ ⩽ L,

则记作

f(x) = O(g(x))(x→ x0)

特别地，若 f 在某 Ů(x0)上有界，则记为

f(x) = O(1)(x→ x0).

注这里的等式 f(x) = o(g(x))(x→ x0)与 f(x) = O(g(x))(x→ x0)等，与通常的等式的含义是不同的.这里等式
左边是一个函数，右边是一个函数类（函数的集合），而中间的等号的含义是“属于”.例如 f(x) = o(g(x))(x→ x0)

时，

o(g(x) =

{
f
∣∣ lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0

}
.

定义 3.15 (等价无穷小量)

♣

若 lim
x→x0

f(x)
g(x) = 1，则称 f 与 g是当 x→ x0 时的等价无穷小量 (equivalent infinitesimal).记作

f(x) ∼ g(x) (x→ x0).

可以看出，等价无穷小量是同阶无穷小量的一种特殊情况.
以上讨论了两个无穷小量阶的比较.但应指出，并不是任何两个无穷小量都能进行这种阶的比较，只有在两

个无穷小量的比是有界量时才能进行阶的比较.
下面的定理显示了等价无穷小量在求极限问题中的作用.

定理 3.10

♥

设函数 f, g, h在 Ů(x0)上有定义，且有

f(x) ∼ g(x) (x→ x0).

(i)若 lim
x→x0

f(x)h(x) = A，则 lim
x→x0

g(x)h(x) = A；

(ii)若 lim
x→x0

h(x)
f(x) = B，则 lim

x→x0

h(x)
g(x) = B.
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3.7 无穷小量与无穷大量

证明 (i) lim
x→x0

g(x)h(x) = lim
x→x0

g(x)

f(x)
· lim
x→x0

f(x)h(x) = 1 ·A = A.

(ii) lim
x→x0

h(x)

g(x)
= lim

x→x0

f(x)

g(x)
· lim
x→x0

h(x)

f(x)
= 1 ·B = B.

下面给出一些等价无穷小量，供读者证明与参考.
1. x ∼ sinx ∼ tanx ∼ arcsinx ∼ arctanx ∼ ex − 1 ∼ ln(1 + x) (x→ 0);

2. 1− cosx ∼ 1
2x

2 (x→ 0);

3. (1 + x)α − 1 ∼ αx (x→ 0)(α为非零实数);

4. αx − 1 ∼ x lnα (x→ 0)(α > 0且α 6= 1).

例题 3.2求 lim
x→0

√
1 + x2 − 1

1− cosx
.

解由于
√
1 + x− 1 ∼ 1

2x，1− cosx ∼ 1
2x

2，故

lim
x→0

√
1 + x2 − 1

1− cosx
=

1
2x

2

1
2x

2
= 1.

■
注在利用等价无穷小量代换求极限时，应注意只有对所求极限式中相乘除的因式才能用等价无穷小量来替代.

3.7.3 无穷大量

定义 3.16

♣

设函数 f 在某 Ů(x0, δ
′)上有定义.若对任给的M > 0,存在 δ > 0，使得当 x ∈ Ů(x0; δ)(δ < δ′)时，有

|f(x)| > M，则称 f 当 x→ x0 时有非正常极限∞，记作

lim
x→x0

f(x) = ∞.

对于 f(x) > M 或 f(x) < −M，我们称 f 当 x→ x0 时有非正常极限 +∞或 −∞，记作

lim
x→x0

f(x) = +∞或 lim
x→x0

f(x) = −∞

定义 3.17 (无穷大量)

♣以∞,+∞或 −∞为极限的函数或数列都称为无穷大量 (infinity).

注无穷大量是无界的，但无无界的不一定是无穷大量，比如在 +∞和∞中振荡的无界函数不是无穷大量.
对两个无穷大量也可定义高阶无穷大量、同阶无穷大量的概念.由于对无穷大量的研究可以归结到对无穷小

量的讨论，因此在此不再详述高阶无穷大量、同阶无穷大量的概念.以下定理展示了无穷小量和无穷大量之间的
关系.

定理 3.11

♥

设 f, g在 Ů(x0)上有定义且不等于 0.

(i)若 f 为 x→ x0 时的无穷小量，则
1

f
为 x→ x0 时的无穷大量.

(ii)若 g为 x→ x0 时的无穷大量，则
1

g
为 x→ x0 时的无穷小量.

证明 仅对 f, g > 0讨论即可，其余情形类似.
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3.8 曲线的渐近线

(i) lim
x→x0

f(x) = 0，则 ∀ε > 0, ∃δ > 0 s.t. x ∈ Ů(x0; δ)时，

f(x) ∈ Ů(x0; ε),

则
1

f
∈ ( 1ε ,+∞).

令M = 1
ε，则 ∃δ > 0 s.t. x ∈ Ů(x0; δ)时，

1

f
> M.

故 lim
x→x0

1

f
= +∞.

(ii) lim
x→x0

g(x) = +∞，则 ∀M > 0, ∃δ > 0 s.t. x ∈ Ů(x0; δ)时，

g(x) > M.

令 ε = 1
M，则 ∃δ > 0 s.t. x ∈ Ů(x0; δ)时，

1

g
∈ (0, ε).

故 lim
x→x0

1

g
= 0. ■

3.8 曲线的渐近线
作为函数极限的一个应用，我们讨论曲线的渐近线问题.

定义 3.18 (渐近线)

♣

若曲线 C 上的动点 P 沿着曲线无限地远离原点时，点 P 与某定直线 L的距离趋于 0，则称直线 L为曲

线 C 的渐近线 (asymptote).
渐近线分为斜渐近线 (oblique asymptote)和垂直渐近线 (vertical asymptote).

假设曲线 y = f(x)有斜渐近线 y = kx+ b，则当 x→ ∞时，有

lim
x→∞

[f(x)− (kx+ b)] = 0,

即

lim
x→∞

[f(x)− kx] = b (3.1)

又由

lim
x→∞

[
f(x)

x
− k

]
= lim

x→∞

1

x
[f(x)− kx] = 0 · b = 0,

得

lim
x→∞

f(x)

x
= k (3.2)

由上面的讨论可知，如果曲线 y = f(x)有斜渐近线 y = kx+ b，则 k和 b可分别由式3.2和式3.1确定.
若函数 f 满足

lim
x→x0(或x±

0 )
f(x) = ∞,

则按渐近线的定义可知，曲线 y = f(x)有垂直渐近线 x = x0.
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3.9 部分函数定义补叙

3.9 部分函数定义补叙

3.10 函数的上极限和下极限
在研究数列时我们介绍了上极限和下极限，并非每个数列都有极限，但是任何数列都有上极限和下极限.类

似地，我们引入函数的上极限和下极限.
设函数 f 在 x0 附近有定义且有界. 根据 Heine 归结原则，若 lim

x→x0

f(x) = a，则对于任一趋于 x0 的数列

{xn} ⊆ Ů(x0)，都满足 f(xn) → a.若 lim
x→x0

不存在，我们也可以取一个趋于 x0的数列 {xn} ⊆ U(x0; δ)，对应地

可以得到数列 f(xn).由于 f(x)在 x0 附近有界，故 f(xn)有界.由 Bolzano-Weierstrass定理可知，f(xn)存在一
个收敛子列 f(xkn

).而 {xkn
}是 {xn}的一个子列，由于 xn → x0，故 xkn

→ x0.对于在 x0 附近上无界的函数，

则可以找到一个趋于 x0 的数列 {xn} ⊆ U(x0; δ)使得 f(xn) → ±∞.
以上讨论表明，对于在 x0附近有定义的函数，总存在一个趋于 x0的数列 {xn} ⊆ Ů(x0)使得 lim

n→∞
f(xn) = l，

其中 l ∈ R̃.于是我们可以用这样的 l组成的集合的上确界和下确界来定义函数的上极限和下极限.

定义 3.19

♣

设函数 f 在 Ů(x0)有定义.令

E =
{
a ∈ R̃|存在xn ∈ Ů(x0; δ), xn → x0时f(xn) → a

}
.

令

lim sup
x→x0

f(x) := supE, lim inf
x→x0

f(x) := inf E.

我们称 lim sup
x→x0

f(x)为 f(x)的上极限 (limit superior)，称 lim inf
x→x0

f(x)为 f(x)的下极限 (limit inferior).

注对其他的极限过程，上极限和下极限也可类似定义.

命题 3.1

♠

设函数 f 在 x0 的一个去心邻域 Ů(x0; δ)内有定义.令

E =
{
a ∈ R̃|存在xn ∈ Ů(x0; δ), xn → x0时f(xn) → a

}
.

则 lim sup
x→x0

f(x), lim inf
x→x0

f(x) ∈ E.

证明 只证明上极限的情况即可.
(i) 若 lim sup

x→x0

f(x) = +∞，则 E 无上界，因此对于任一 n ∈ N+ 都存在 ln ∈ E 使得 ln > n. 即对于任一

n ∈ N+ 都存在 xn 满足 0 < |xn − x0| < 1/n且 f(xn) > n.令 n → ∞，则 xn → x0 且 f(xn) → +∞.于是可知
+∞ ∈ E.

(ii)若 lim sup
x→x0

f(x) = −∞，则 E = {−∞}，因此 −∞ ∈ E.

(iii)若 lim sup
x→x0

f(x) = a ∈ R，由于 a = supE，故对于任一 n ∈ N+ 都存在 ln ∈ E 使得

a− 1

n
< ln < a+

1

n
.

因此对于任一 n ∈ N+ 都存在 xn 满足

0 < |xn − x0| <
1

n
, a− 1

n
< f(xn) < a+

1

n
.

令 n→ ∞，则 xn → x0 且 f(xn) → a，于是可知 a ∈ E. ■
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3.10 函数的上极限和下极限

定理 3.12

♥

设函数在某邻域 Ů(x0)上有定义.则

lim inf
x→x0

f(x) ⩽ lim sup
x→x0

f(x).

等号成立当且仅当 f(x)在 x→ x0 时有极限，即

lim inf
x→x0

f(x) = lim sup
x→x0

f(x) = lim
x→x0

f(x).

与数列上极限和下极限类似，我们也可以用 ε− δ语言来刻画函数的上极限和下极限.

定理 3.13

♥

设函数 f 在 x0 的一个去心邻域 Ů(x0; δ
′)内有定义.令

E = {a ∈ R : ∀ε > 0, ∃δ > 0(δ < δ′),当x ∈ Ů(x0; δ)时, f(x) < a+ ε};

F = {a ∈ R : ∀ε > 0, ∃δ > 0(δ < δ′),当x ∈ Ů(x0; δ)时, f(x) > a− ε};

则 lim sup
x→x0

f(x) = inf E, lim inf
x→x0

f(x) = supF .

证明 只需证明上极限的情况.令 lim sup
x→x0

f(x) = L.

(i)当 f(x)在 x0 的任一去心邻域中都无上界时，L = +∞，此时 E = {+∞}，因此 inf E = L.
(ii)当 f(x)在 x0 的一个去心邻域中有界时.
证明 L ⩾ inf E. 只需证明 L ∈ E. 假设 L /∈ E，即存在 ε > 0 使得 x0 的任一去心邻域内都存在 x 满足

f(x) ⩾ L + ε.这表明 Ů(x0)中存在数列 xn → x0 使得 f(xn) → l > L，这与 L = lim sup
x→x0

f(x)矛盾.于是可知

L ∈ E.
证明 L ⩽ inf E.任取 a ∈ E，假设 a < L，则存在 ε > 0使得 a+ ε < L，此时存在 δ使得当 x ∈ Ů(x0; δ)时，

f(x) < a+ ε，这表明不存在数列 {xn} ∈ Ů(x0; δ)使得 f(xn) → L，出现矛盾.于是可知 a ⩾ L，即 L ⩽ inf E.
综上所述，得 lim sup

x→x0

f(x) = inf E. ■

注为了让上极限是 +∞下极限是 −∞的情况也能用上面的语言刻画，可以令

E = {a ∈ R̃ : ∀m > a, ∃δ > 0,当x ∈ Ů(x0; δ)时, f(x) < m},

F = {a ∈ R̃ : ∀m < a, ∃δ > 0,当x ∈ Ů(x0; δ)时, f(x) > m}.

则 lim sup
n→∞

f(x) = inf E, lim inf
n→∞

f(x) = supF.

类似地，我们给出函数上极限和下极限的第三种定义.

定理 3.14

♥

设函数 f 在 x0 的某去心邻域内有定义.则

(1)lim sup
x→x0

f(x) = lim
δ→0+

(
sup

x∈Ů(x0;δ)

f(x)

)
；

(2)lim inf
x→x0

f(x) = lim
δ→0+

(
inf

x∈Ů(x0;δ)
f(x)

)
.

证明 只证明上极限的情况即可.令

φ(δ) = sup
x∈Ů(x0;δ)

f(x), L = lim sup
x→x0

f(x)

容易验证 φ(δ)单调递增.
(i) 当 L = +∞ 时，在 x0 的一个去心邻域中存在一个数列 xn → x0 使得 f(xn) → +∞. 因此 φ(δ) =
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3.10 函数的上极限和下极限

sup
x∈Ů(x0;δ)

f(x) = +∞.于是可知 lim
δ→0+

φ(δ) = +∞.

(ii)当L = −∞时，对于 x0的去心邻域中任一极限为 x0的数列 xn，都有 f(xn) → −∞，即 lim
x→x0

f(x) = −∞.

故对于任一M > 0都存在 δ1 > 0使得当 x ∈ Ů(x0; δ1)时 f(x) < −M，因此

φ(δ1) = sup
x∈Ů(x0;δ)

f(x) < −M.

由于 φ(δ)单调递增，因此当 δ ∈ (0, δ1)时 φ(δ) ⩽ φ(δ1) < −E.这表明 lim
δ→0

φ(δ) = −∞.

(iii)当 L ∈ R时，任取

l ∈ E = {a ∈ R|∃xn ∈ Ů(x0; δ), xn → x0 s.t. f(xn) → a}.

则在 x0 的一个去心邻域中存在一个数列 xn → x0 使得 f(xn) → l. 取 f(xn) 的一个子列 f(xkn) 使得 {xkn} ∈
Ů(x0; δ).于是

f(xkn
) ⩽ sup

x∈Ů(x0;δ)

f(x) = φ(δ), i = 1, 2, · · · .

令 i→ ∞得 l ⩽ φ(δ).再令 δ → 0+ 得 l ⩽ lim
δ→0+

φ(δ).于是 L ⩽ lim
δ→0+

φ(δ).

另一方面，由函数上极限和下极限的 ε − δ 定义可知，对任意 ε > 0 都存在 δ2>0 使得当 x ∈ Ů(x0; δ2) 时

f(x) < L+ ε.因此 φ(δ2) < L+ ε.由于 φ(δ)单调递增，因此当 δ ∈ (0, δ2)时，φ(δ) ⩽ φ(δ2) ⩽ L+ ε.令 δ → 0+，

则

lim
δ→0+

φ(δ) ⩽ L+ ε.

令 ε→ 0，则

L ⩾ lim
δ→0+

φ(δ).

于是可知 L = lim
δ→0+

φ(δ). ■
函数的上极限和下极限也有保序性.

定理 3.15 (保序性)

♥

设函数 f(x)和 g(x)在 Ů(x0; δ)中满足 f(x) ⩽ g(x)，则

(1)lim sup
x→x0

f(x) ⩽ lim sup
x→x0

g(x),

(2)lim inf
x→x0

f(x) ⩽ lim inf
x→x0

g(x).

证明 只需证明 (1).记 lim sup
x→x0

f(x) = A, lim sup
x→x0

g(x) = B.

(i)当 B = +∞或 A = −∞时，命题显然成立；
(ii) 当 A = +∞ 时，在 (̊x0; δ) 中存在数列 xn → x0 使得 lim

n→∞
g(xkn) = +∞. 由于在 Ů(x0; δ) 中满足

f(x) ⩽ g(x)，故 {xn}中存在一个子列 {xkn}使得 lim
n→∞

g(xkn) = +∞.

lim
n→∞

f(xkn) = A ⩽ lim
n→∞

g(xkn) ⩽ B.

于是可知 A = B，类似可证 B = −∞时 A = B.
(iii)当 A,B ∈ R时，在 Ů(x0; δ)中存在数列 xn → x0使得 f(xn) → A.由于在 Ů(x0; δ)中满足 f(x) ⩽ g(x)，

故 {xn}中存在一个子列 {xkn
}使得

lim
n→∞

g(xkn) ⩾ A = lim
n→∞

f(xkn).

于是可知 A ⩽ B. ■
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第 4章 函数的连续性

连续函数是数学分析中着重讨论的一类函数.

4.1 连续与间断

4.1.1 函数在一点的连续性

定义 4.1

♣

设函数 f 在某 U(x0)上有定义.若
lim

x→x0

f(x) = f(x0),

则称 f 在点 x0 连续.

记 ∆x = x− x0，称为 x在点 x0 处的增量.设 y0 = f(x0)，相应的函数 y在点 x0 处的增量记为

∆y = f(x)− f(x0) = f(x0 +∆x)− f(x0) = y − y0.

则函数在一点处连续的定义等价如下.

定义 4.2

♣

设函数 f 在某 U(x0)上有定义.若
lim

∆x→0
∆y = 0,

则称 f 在点 x0 连续.

由于函数在一点处的连续性是通过极限来定义的，因而也可直接用 ε− δ语言来叙述.

定义 4.3

♣

若对任给的 ε > 0，存在 δ > 0，使得当 |x− x0| < δ时，有

|f(x)− f(x0)| < ε

则称函数 f 在点 x0 连续.

定义 4.4

♣

设函数 f 在某 U+(x0)上有定义.若
lim

x→x+
0

f(x) = f(x0),

则称 f 在点 x0 右连续.
类似地，我们可以定义左连续.

定理 4.1

♥函数 f 在点 x0 连续的充要条件是：f 在 x0 点既是右连续，又是左连续.

函数 f 在 x0处连续，意味着 f 在 x0处有极限，且极限值为 x0.而函数在 x0处有极限意味着它在这一点的

上极限和下极限相等，且上极限和下极限都等于 f(x0).从这个角度也可以刻画函数的逐点连续.为了叙述方便，
我们给出函数振幅的概念.



4.1 连续与间断

定义 4.5 (函数在区间上的振幅)

♣

设区间 I 上的函数 f .令
ω(I) := sup f(I)− inf f(I),

我们称 ω(I)为 f 在 I 上的振幅 (amplitude).

振幅还有一种常用的等价定义.

命题 4.1

♠

设区间 I 上的函数 f .令
ω = sup [f(x1)− f(x2)] , (∀x1, x2 ∈ I),

则 ω = ω(I).

证明 令M = sup f(I)，m = inf f(I)，只需证明 ω =M −m.
(i)对于任意 x1, x2 ∈ I，都有

m ⩽ f(x1) ⩽M, m ⩽ f(x2) ⩽M.

因此

|f(x1)− f(x2)| ⩽M −m.

于是可知 ω ⩽M −m.

(ii)对于任一 ε > 0都存在 x1, x2 ∈ I 使得

f(x1) > M − ε

2
, f(x2) < m+

ε

2
.

因此

|f(x1)− f(x2)| ⩾ f(x1)− f(x2) > M −m− ε.

于是可知 ω ⩾M −m.
综上，有 ω =M −m = ω(I). ■

定义 4.6 (函数在一点的振幅)

♣

设区间 I 上的函数 f，令

ω(x0) := lim
δ→0+

ω [U(x0; δ)] = lim
δ→0+

[
sup

x∈U(x0;δ)

f(x)− inf
x∈U(x0;δ)

f(x)

]
.

我们称 ω(x0)为 f 在点 x0 处的振幅 (amplitude).

注 sup
x∈U(x0;δ)

f(x)单调递减，而 inf
x∈U(x0;δ)

f(x)单调递增.因此 sup
x∈U(x0;δ)

f(x)− inf
x∈U(x0;δ)

f(x)单调递增.又因为

sup
x∈U(x0;δ)

f(x)− inf
x∈U(x0;δ)

f(x) ⩾ 0,

因此定义式右侧有极限，这说明定义是合理的.
用振幅的观点也可以刻画函数的逐点连续.

定理 4.2

♥
函数 f 在 x0 处连续当且仅当 f 在 x0 处的振幅 ω(x0) = 0.

证明 必要性 若 f 在 x0 处连续，则对于任一 ε > 0存在 δ > 0使得对于任意 x1, x2 ∈ U(x0; δ)都有

|f(x1)− f(x0)| <
ε

2
, |f(x2)− f(x0)| <

ε

2
.
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4.1 连续与间断

因此

|f(x1)− f(x2)| ⩽ |f(x1)− f(x0)|+ |f(x2)− f(x0)| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

因此 ω [U(x0; δ)] ⩽ ε.令 δ → 0+ 得 0 ⩽ ω(x0) ⩽ ε.令 ε→ 0即得 ω(x0) = 0.
充分性 若 ω(x0) = 0，则

lim
δ→0+

ω [U(x0; δ)] = 0.

因此对于任一 ε > 0，存在 δ > 0使得 ω [U(x0; δ)] < ε.因此对于任一 x ∈ U(x0; δ)都有

|f(x)− f(x0)| ⩽ ω [U(x0; δ)] < ε.

这表明 lim
x→x0

f(x) = f(x0).于是 f 在 x0 处连续. ■
不难看出函数在一点的振幅和函数在一点的上极限和下极限的定义只差了 x0 这“一点”.

定理 4.3

♥

设函数 f 在 x0 附近有定义.则

lim
δ→0+

[
sup

x∈Ů(x0;δ)

f(x)

]
= lim

δ→0+

[
inf

x∈Ů(x0;δ)
f(x)

]
= f(x0) ⇐⇒ lim

δ→0+

[
sup

x∈U(x0;δ)

f(x)

]
= lim

δ→0+

[
inf

x∈U(x0;δ)
f(x)

]
.

证明 由定理4.2可知

lim
δ→0+

[
sup

x∈Ů(x0;δ)

f(x)

]
= lim

δ→0+

[
inf

x∈Ů(x0;δ)
f(x)

]
= f(x0) ⇐⇒ lim sup

x→x0

f(x) = lim inf
x→x0

f(x) = f(x0)

⇐⇒ lim
x→x0

f(x) = f(x0) ⇐⇒ f在x0处连续 ⇐⇒ ω(x0) = 0

⇐⇒ lim
δ→0+

[
sup

x∈U(x0;δ)

f(x)− inf
x∈U(x0;δ)

f(x)

]
= 0

⇐⇒ lim
δ→0+

[
sup

x∈U(x0;δ)

f(x)

]
= lim

δ→0+

[
inf

x∈U(x0;δ)
f(x)

]
.

■

4.1.2 区间上的连续函数

定义 4.7

♣

若函数 f 在区间 I 上的每一点都连续，则称 f 为 I 上的连续函数 (continuous function).对于闭区间或半开
半闭区间的端点，函数在这些点上连续是指左连续或右连续.

后面我们将证明任何初等函数在其定义区间上为连续函数.同时，也存在着在其定义区间上每一点都不连续
的函数.

4.1.3 间断点及其分类

定义 4.8 (间断点)

♣

设函数在某 Ů(x0)上有定义.若 f 在点 x0无定义，或 f 在点 x0有定义而不连续，则称 x0为 f 的间断点

(point of discontinuity).

我们对函数的间断点做如下分类.
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4.2 连续函数的性质

定义 4.9 (可去间断点)

♣

若

lim
x→x0

f(x) = A,

而 f 在 x0 无定义或有定义但 f(x0) 6= A，则称 x0 为 f 的可去间断点.

定义 4.10 (跳跃间断点)

♣

若函数 f 在点 x0 处的左右极限都存在，但

lim
x→x+

0

f(x) 6= lim
x→x−

0

f(x),

则称 x0 为 f 的跳跃间断点.

可去间断点和跳跃间断点统称为第一类间断点.
函数的所有其他形式的间断点，即使得函数至少有一侧极限不存在的那些点，称为第二类间断点.
前面介绍了用振幅的观点来刻画函数的连续点，类似地也可以用振幅的观点刻画不连续点.

定理 4.4

♥
x0 是函数 f 的一个间断点当且仅当 ω(x0) > 0.

设 I 上的函数 f，把 f 的间断点的集合记作 D(f).用振幅的大小可以把不连续点归类.令

Dδ := {x ∈ I|ω(x) ⩾ δ}.

命题 4.2

♠

设 I 上的函数 f .则

D(f) =

∞⋃
n=1

D1/n.

证明 显然 D(f) ⊇
∞⋃

n=1

D1/n，因此只需证明 D(f) ⊆
∞⋃

n=1

D1/n.任取 x0 ∈ D(f)，则 x0 是 f 的一个间断点，即

ω(x0) > 0.因此存在m使得 ω(x0) ⩾ 1
m，这表明 x0 ∈ D1/m.因此 D(f) ⊆

∞⋃
n=1

D1/n.于是可知

D(f) =

∞⋃
n=1

D1/n.

■

4.2 连续函数的性质

4.2.1 连续函数的局部性质

定理 4.5 (局部有界性)

♥
若函数 f 在点 x0 连续，则 f 在某 U(x0)上有界.

定理 4.6 (局部保号性)
若函数 f 在点 x0 连续，且 f(x0) > 0，则对任何正数 r < f(x0)，存在某 U(x0)，使得对一切 x ∈ U(x0)，
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4.2 连续函数的性质

♥

有

f(x) > r.

定理 4.7 (四则运算)

♥
若函数 f 和 g在点 x0 连续，则 f ± g, f · g, f/g在有意义的情况下也都在点 x0 连续.

以上三个定理的证明，都可从函数极限的有关定理直接推得.

定理 4.8 (复合函数的连续性)

♥
若函数 f 在点 x0 连续，g在点 u0 连续，u0 = f(x0)，则复合函数 g ◦ f 在点 x0 连续.

证明 由于 g在 u0 连续，对任给的 ε > 0，存在 δ1 > 0，使得当 |u− u0| < δ1 时，有

|g(u)− g(u0)| < ε.

又由 u0 = f(x0) 及 u = f(x) 在点 x0 连续，故对上述 δ1 > 0，存在 δ > 0，使得当 |x − x0| < δ 时，有

|u− u0| = |f(x)− f(x0)| < δ1.由此，对任给的 ε > 0，存在 δ > 0，当 |x− x0| < δ时，有

|g(f(x))− g(f(x0))| < ε.

这就证明了 g ◦ f 在点 x0 处连续. ■
注根据连续性的定义，上述定理的结论可表示为

lim
x→x0

g(f(x)) = g( lim
x→x0

f(x)) = g(f(x0)).

4.2.2 反函数的连续性

定理 4.9

♥
若函数 f 在 [a, b]上严格单调并连续，则反函数 f−1 在其定义域 [f(a), f(b)]或 [f(b), f(a)]上连续.

证明 不妨设 f 在 [a, b] 上严格递增. 此时 f 的值域即 f−1 的定义域为 [f(a), f(b)]. 任取 y0 ∈ (f(a), f(b))，设

x0 = f−1(y0)，则 x0 ∈ (a, b).于是对任给的 ε > 0，可在 (a, b)上 x0的两侧各取异于 x0的点 x1, x2(x1 < x0 < x2)，

使它们与 x0 的距离小于 ε.
设与 x1, x2 对应的函数值分别为 y1, y2，由 f 的严格递增性可知 y1 < y0 < y2.令

δ = min{y2 − y0, y0 − y1},

则当 y ∈ Ů(y0; δ)时，对应的 x = f−1(y)的值都落在 x1 与 x2 之间，故有

|f−1(y)− f−1(y0)| = |x− x0| < ε,

这就证明了 f−1 在 y0 处连续，由 y0 的任意性可知 f−1 在 (f(a), f(b))上连续.
类似可证 f−1 在其定义区间的端点 f(a) 与 f(b) 上分别为右连续和左连续，因此 f−1 在 [f(a), f(b)] 上连

续. ■
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4.2 连续函数的性质

4.2.3 闭区间上连续函数的性质

定义 4.11 (函数的最值)

♣

设 f 是定义在数集 D上的函数.若存在 x0 ∈ D，使得对一切 x ∈ D，有

f(x0) ⩾ f(x)

则称 f 在 D上有最大值，并称 f(x0)为 f 在 D上的最大值.
若存在 x0 ∈ D，使得对一切 x ∈ D，有

f(x0) ⩽ f(x)

则称 f 在 D上有最小值，并称 f(x0)为 f 在 D上的最小值.

定理 4.10 (有界性定理)

♥
若函数 f(x)在闭区间 [a, b]上连续，那么 f(x)在闭区间 [a, b]上有界.

证明 只需证明有上界的情况.用反证法.
假设 f(x)无上界，则存在 xn ∈ [a, b]，使得

f(xn) > n n = 1, 2, · · · .

由此得 lim
n→∞

f(xn) = +∞.
另一方面，由于 {xn}是有界数列，由致密性原理，{xn}有收敛的子列 {xnk

}，设 lim
k→∞

xnk
= x0.

由于

a ⩽ xnk
⩽ b,

由极限的不等式性质推得

a ⩽ x0 ⩽ b,

故 f(x)在 x0 处连续.由归结原则，

+∞ = lim
n→∞

f(xn) = lim
k→∞

f(xnk
) = lim

x→x0

f(x) = f(x0).

这与 f(x)在 x0 处连续矛盾. ■

定理 4.11 (最大、最小值定理)

♥
若函数 f(x)在闭区间 [a, b]上连续，则 f(x)在 [a, b]上有最大值与最小值.

证明 由有界性定理和确界原理，f(x)存在上确界

sup
x∈[a,b]

f(x) =M.

下面证明：存在 ξ ∈ [a, b]，使 f(ξ) =M .用反证法，假设对一切 x ∈ [a, b]，都有 f(x) < M .令

g(x) =
1

M − f(x)
, x ∈ [a, b] .

显然 g(x)在 [a, b]上连续，且取正值，故 g在 [a, b]上有上界，记为 G.则有

0 < g(x) =
1

M − f(x)
⩽ G, x ∈ [a, b] .

从而推得

f(x) ⩽M − 1

G
, x ∈ [a, b] .

这与M 是 f([a, b])的上确界矛盾.故存在 ξ ∈ [a, b]，使 f(ξ) =M .
同理可证 f 在 [a, b]上有最小值. ■
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定理 4.12 (介值定理)

♥

设函数 f(x)在闭区间 [a, b]上连续，且 f(a) 6= f(b).若 µ为介于 f(a)和 f(b)之间的任何实数，则至少存

在一点 x0 ∈ (a, b)，使得 f(x0) = µ.

推论 4.1 (根的存在定理)

♥
若函数在闭区间 [a, b]上连续，且 f(a)f(b) < 0，则至少存在一点 x0 ∈ (a, b)，使得 f(x0) = 0.

要证介值定理，可以将其转化为证明根的存在定理.
证明 不妨设 f(a) < µ < f(b).令 g(x) = f(x)− µ，则 g也是 [a, b]上的连续函数，且 g(a) < 0, g(b) > 0.于是定

理的结论转化为：存在 x0 ∈ [a, b]，使得 f(x0) = 0.
设集合

E = {x|g(x) < 0, x ∈ [a, b]}.

显然 E 为非空有界数集，故由确界原理，存在上确界 x0 ∈ supE.另一方面，因为 g(a) < 0, g(b) > 0,由连
续函数的局部保号性，存在 δ > 0，使得

g(x) < 0, x ∈ [a, a+ δ) ;

g(x) > 0, x ∈ (b− δ, b] .

由此易见 x0 6= a, x0 6= b，即 x0 ∈ (a, b).
下证 g(x0) = 0.用反证法，假设 g(x0) 6= 0，则 g(x0) < 0.由局部保号性，存在 U(x0; η)(⊂ (a, b))，使在其

上 g(x) < 0，特别有 g(x0 +
η
2 ) ∈ E.但这与 x0 = supE 相矛盾，故必有 g(x0) = 0. ■

4.2.4 一致连续性

函数 f 在区间上连续，是指 f 在该区间上的每一点都连续.下面讨论的一致连续性反映了函数在区间上更强
的连续性.在连续性的定义中，对于给定的 ε > 0，在不同的点 x0 处，相应的 δ 不一定相同.我们提出这样的问
题：对于任意的 ε > 0，是否存在适用于一切 x0 ∈ E 的 δ，使得只要

x, x0 ∈ E, |x− x0| < δ,

就有

|f(x)− f(x0)| < ε?

由此我们引出一致连续的定义.

定义 4.12 (一致连续)

♣

设 E 是 R的一个子集，函数 f 在 E 上有定义.若对任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得只要

x1, x2 ∈ E, |x1 − x2| < δ,

就有

|f(x1)− f(x2)| < ε

那么我们就说函数 f 在集合 E 上是一致连续的.

函数 f 在区间 I 上连续时，δ的取值与 ε和 x都有关，因此我们写 δ = δ(ε, x)表示 δ与 ε和 x的依赖关系.
如果能做到 δ 只与 ε有关，而与 x无关，或者说存在一个适合所有 x的公共的 δ = δ(ε)，那么函数不仅在 I 上

连续，而且是一致连续.
一般地，函数在某区间上连续并不一定能推出一致连续，但对于闭区间却可以推出.于是我们有以下定理.
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4.3 初等函数的连续性

定理 4.13 (Heine-Cantor一致连续性定理)

♥
若函数在闭区间 [a, b]上连续，则 f 在 [a, b]上一致连续.

证明 用反证法 假设存在 ε0 > 0，对任意 δ > 0，存在点列 {xn}, {yn} ∈ [a, b]，使得 |xn − yn| < δ时，

|f(x1 − f(x2))| ⩾ ε0.

由于 δ的任意性，有

lim
n→∞

|xn − yn| = 0.

又 {xn}, {yn}有界，由致密性原理，存在收敛子列 {xnk
}, {ynk

}使得

lim
k→∞

xnk
= lim

k→∞
ynk

= x0.

由极限的不等式性质可推知 a ⩽ x0 ⩽ b.故 f(x)在点 x0 处连续.由归结原则，

lim
k→∞

|f(xnk
)− f(ynk

)| = 0 < ε0.

与假设矛盾. ■
注闭区间确保了 x0 ∈ [a, b]，如果是开区间，当 xnk

收敛到端点处时上述结论将不成立.
如果把以上定理的条件放宽，可以得到以下结论，证明方法完全一样.

命题 4.3

♠

设闭区间 I 上的函数 f .若 D(f)存在一个开覆盖 {(αi, βi)|i = 1, 2, · · · }.令

K = I

∖ ∞⋃
n=1

(αi, βi).

则对于任一 ε > 0都存在 δ > 0使得当 x ∈ K, y ∈ I 且 |x− y| < δ时有 |f(x)− f(y)| < ε.

证明 用反证法.假设结论不成立，则存在 ε0 > 0对于任一 n ∈ N+ 都存在 xn ∈ K, yn ∈ I 使得

|xn − yn| <
1

n
, |f(xn)− f(yn)| ⩾ ε0.

由于 {xn} ⊆ K ⊆ I，故 {xn}有界，由Weierstrass定理可知 {xn}有一个子列 xkn
→ ξ ∈ K.由于

|ykn
− ξ| ⩽ |ykn

− xkn
|+ |xkn

− ξ| < 1

kn
+ |xkn

− ξ| ⩽ 1

n
+ |xkn

− ξ|.

因此 ykn
→ ξ.由于 f 在 ξ处连续，故

lim
n→∞

f(xkn) = lim
n→∞

f(ykn) = f(ξ).

则

lim
k→∞

|f(xnk
)− f(ynk

)| = 0 < ε0.

这与 |f(xn)− f(yn)| ⩾ ε0 矛盾.于是可知命题成立. ■
由一致连续性定理的证明，我们认识到可以用数列来描述一致连续性.

定理 4.14 (一致连续性的数列式描述)

♥

设 E 是 R的一个子集，函数 f 在 E 上有定义.则 f 在 E 上一致连续的充要条件是：对任何满足条件

lim
n→∞

(xn − yn) = 0

的数列 {xn} ∈ E，都有

lim
n→∞

(f(xn)− f(yn)) = 0.
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4.3 初等函数的连续性

4.3 初等函数的连续性
由于初等函数由基本初等函数经过有限次四则运算和有限次复合运算得到，而前面已经证明了连续函数关

于四则运算和复合运算的性质，因此我们只需讨论基本初等函数的连续性即可.

命题 4.4 (常量函数)

♠函数 y = c (c是常数)是连续的.

证明 ∀ε > 0，取任意的 x0，在任意的 Ů(x0)中，都有 f(x) ∈ Ů(c)，因此这个命题成立. ■

命题 4.5 (指数函数)

♠
函数 f(x) = ax 在 R上连续.

证明 先证明 lim
x→0

ax = 1.对任意 ε > 0，存在 δ > 0使得

1− ε < a−δ < aδ < 1 + ε.

当 x ∈ Ů(0; δ)时，从而有

1− ε < a−δ < ax < aδ < 1 + ε.

故 lim
x→0

ax = 1.则对任意 x0 ∈ R，有
lim

x→x0

ax−x0 = 1.

由 ε的任意性，有

−εa−x0 < ax−x0 − 1 < εa−x0 .

即

lim
x→x0

ax = ax0 .

■

命题 4.6 (三角函数)

♠
函数 f(x) = sinx和 f(x) = cosx在 R上连续.

证明 对任意 ε > 0，取 δ = ε，则当 |x− x0| < δ时，有

| sinx− sinx0| =
∣∣2 cos x+ x0

2
sin

x− x0
2

∣∣ ⩽ 2
∣∣ sin x− x0

2

∣∣ ⩽ |x− x0| < ε.

| cosx− cosx0| =
∣∣− 2 sin

x+ x0
2

sin
x− x0

2

∣∣ ⩽ 2
∣∣ sin x− x0

2

∣∣ ⩽ |x− x0| < ε.

■
由于反函数的连续性，可知对数函数和反三角函数也具有相应的连续性. 对于幂函数 xα，其可写成 xα =

eα ln x 从而看作函数 eu 和 u = α lnx的复合函数.从而推知幂函数的连续性.
以上我们完成了基本初等函数连续性的证明，于是有下述定理.

定理 4.15

♥任何初等函数都是在其定义区间的连续函数.
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第 5章 导数与微分

5.1 导数与微分的概念

5.1.1 导数与微分的定义

定义 5.1 (导数)

♣

设函数 y = f(x)在点 x0 的某邻域内有定义，若极限

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
(5.1)

存在，则称函数 f 在点 x0 可导，并称该极限为函数 f 在点 x0 的导数，记作 f ′(x).

令 x = x0 +∆x，∆y = f(x)− f(x0) = f(x0 +∆x)− f(x0)，则式5.1可改写为

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
= f ′(x). (5.2)

所以导数是函数增量∆y与自变量增量∆x之比
∆y

∆x
的极限.这个增量比称为函数关于自变量的平均变化率

（又称差商），而导数 f ′(x)则为 f 在 x0 处关于 x的变化率（又称微商）.
若式5.1或式5.2不存在，则称 f 在点 x0 不可导.

定义 5.2 (可微)

♣

设函数 y = f(x)在点 x0的某邻域 U(x0)上有定义.当给 x0一个增量∆x, x0 +∆x ∈ U(x0)时，相应地得

到函数的增量为

∆y = f(x0 +∆x)− f(x0).

如果存在常数 A，使得 ∆y能表示成

∆y = A∆x+ o(x), (5.3)

则称函数 f 在点 x0 可微

定理 5.1

♥函数 f 在点 x0 处可微的充要条件是 f 在点 x0 处可导.

证明 必要性 如果

f(x0 +∆x)− f(x0) = A∆x+ o(∆x),

那么
f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
= A+

o(∆x)

∆x
,

因而 f(x)在 x点可导：

f ′(x) = lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
= A.

这就证明了 f 在点 x0 可导且导数等于 A. 充分性 如果存在极限

lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
= f ′(x),

那么当 ∆x→ 0时，

α(h) =
f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
− f ′(x) → 0,



5.1 导数与微分的概念

并且有

f(x+∆x)− f(x) = f ′(x)∆x+ α(∆x)∆x.

这就是说

f(x+∆x)− f(x) = f ′(x)∆x+ o(∆x).

■
注 上述定理说明可导与可微是等价的. 因此在现阶段可导与可微可以当作同义词使用，求导数的方法也称为微
分法.之后的论述中我们将侧重讨论导数，因为微分的相关概念在此都可以相类比.

定义 5.3 (微分)

♣

设函数 y = f(x)在点 x0 处可微.我们引入记号

dx := ∆x,

dy := f ′(x0) dx = f ′(x0)∆x,

并把 dy叫做函数 y = f(x)的微分.

注关于微分的意义，从上面的讨论我们已经得知：

1. 从几何的角度来看，微分 dy = f ′(x) dx正好是切线函数的增量.
2. 从代数的角度来看，微分 dy = f ′(x) dx是增量 ∆y 的线性主部，dy 与 ∆y 仅仅相差一个高阶的无穷小量

o(∆x)，因而当 ∆x充分小时，可以用 dy作为 ∆y的近似值.这一事实是微分的许多实际应用的基础.

5.1.2 单侧导数

定义 5.4 (单侧导数)

♣

设函数 y = f(x)在点 x0 的某右邻域 [x0, x0 + δ)上有定义，若右极限

lim
∆x→0+

∆y

∆x
= lim

∆x→0+

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
(0 < ∆x < δ)

存在，则称该极限值为 f 在点 x0 的右导数，记作 f ′+(x0).
类似地，我们可以定义左导数

f ′−(x0) = lim
∆x→0−

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
.

右导数和左导数统称为单侧导数.

定理 5.2

♥

若函数 y = f(x) 在点 x − 0 的某邻域上有定义，则 f ′(x0) 存在（f(x) 在点 x0 处可导）的充要条件是

f ′+(x0) = f ′−(x0).

5.1.3 导函数

定义 5.5 (导函数)

♣

若函数 f 在区间 I 上每一点都可导（对区间端点，仅考虑相应的单侧导数），则称 f 为 I 上的可导函数.
此时对每一个 x ∈ I，都有 f 的一个导数 f ′(x)（或单侧导数）与之对应.这样就定义了一个在 I 上的函数，

称为 f 在 I 上的导函数，也简称为导数.记作 f ′, y′ 或
dy

dx
，即

f ′(x) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
, x ∈ I.
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5.2 求导法则

5.1.4 导数的几何意义

我们已经知道 f(x)在点 x = x0 的切线斜率 k，正是割线斜率在 x→ x0 时的极限，即

k = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

由导数的定义，k = f ′(x)，所以曲线 y = f(x)在点 (x0, y0)的切线方程是

y − y0 = f ′(x0)(x− x0).

定义 5.6 (极值点)

♣

若函数 f 在点 x0 的某邻域 U(x0)上对一切 x ∈ U(x0)有

f(x0) ⩾ f(x)

则称函数 f 在点 x0 取得极大值，称点 x0 为极大值点；

若有

f(x0) ⩽ f(x)

则称函数 f 在点 x0 取得极小值，称点 x0 为极小值点.
极大值点、极小值点统称为极值点.

命题 5.1 ()

♠

若 f ′+(x0) > 0，则存在 δ > 0，对任何 x ∈ (x0, x0 + δ)，有

f(x0) < f(x).

证明 因为

f ′+(x0) = lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0
> 0,

所以由保号性可知，存在正数 δ，对一切 x ∈ (x0, x0 + δ)，有

f(x)− f(x0)

x− x0
> 0,

从而不难推得，当 0 < x− x0 < δ时，有 f(x0) < f(x). ■
注用类似的方法可讨论 f ′+(x0) < 0，f ′−(x0) > 0和 f ′−(x0) < 0的情况.
注由上述命题，我们可以得出：若 f ′(x0)存在且不为零，则 x0 不是 f(x)的极值点.

这样我们就得到了著名的 Fermat定理.

定理 5.3 (Fermat定理)

♥

设函数 f 在点 x0 的某邻域上有定义，且在点 x0 可导.若点 x0 为 f 的极值点，则必有

f ′(x0) = 0.

Fermat定理的几何意义：若函数 f(x)在极值点 x = x0可导，那么在该点的切线平行于 x轴. 我们称满足方
程 f ′(x) = 0的点为稳定点或驻点. 需要注意的是，稳定点不一定是极值点（如 x3 当 x = 0时），极值点也不一

定是稳定点（如 |x|当 x = 0时）.
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5.2 求导法则

5.2.1 导数的四则运算

定理 5.4 (加减法公式)

♥

若函数 u(x)，v(x)可导，则 u(x)± v(x)也可导，且

[u(x)± v(x)]
′
= u′(x)± v′(x).

证明

[u(x)± v(x)]
′
= lim

∆x→0

[u(x+∆x)± v(x+∆x)]− [u(x)± v(x)]

∆x

= lim
∆x→0

[u(x+∆x)− u(x)]± [v(x+∆x)− v(x)]

∆x

= u′(x) + v′(x).

■

定理 5.5 (乘法公式)

♥

若函数 u(x)，v(x)可导，则 u(x)v(x)也可导，且

[u(x)v(x)]
′
= u′(x)v(x) + u(x)v′(x).

证明

[u(x)v(x)]
′
= lim

∆x→0

u(x+∆x)v(x+∆x)− u(x)v(x)

∆x

= lim
∆x→0

u(x+∆x)v(x+∆x)− u(x)v(x+∆x) + u(x)v(x+∆x)− u(x)v(x)

∆x

= lim
∆x→0

u(x+∆x)− u(x)

∆x
v(x+∆x) + u(x+∆x) lim

∆x→0

v(x+∆x)− v(x)

∆x

= u′(x)v(x) + u(x)v′(x).

■
注第二行用了“添项减项”的方法，这是数学分析中经常遇到的一种方法.
注利用数学归纳法可以将这个法则推广到任意有限个函数乘积的情形.例如

(uvw)′ = u′vw + uv′w + uvw′.

推论 5.1

♥

若函数 v(x)可导，c为常数，则

[cv(x)]
′
= cv′(x).

定理 5.6 (除法公式)

♥

若函数 u(x)，v(x)可导，且 v(x) 6= 0，则
u(x)

v(x)
也可导，且

u(x)

v(x)
=
u′(x)v(x)− u(x)v′(x)

[v(x)]
2 .
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证明 (u(x)
v(x)

)′
= lim

∆x→0

u(x+∆x)
v(x+∆x) −

u(x)
v(x)

∆x

= lim
∆x→0

u(x+∆x)v(x)− u(x)v(x+∆x)

v(x+∆x)v(x)∆x

= lim
∆x→0

u(x+∆x)v(x)− u(x)v(x) + u(x)v(x)− u(x)v(x+∆x)

v(x+∆x)v(x)∆x

= lim
∆x→0

[u(x+∆x)− u(x)]

∆x

v(x)

v(x+∆x)v(x)
− lim

∆x→0

[v(x+∆x)− v(x)]

∆x

u(x)

v(x+∆x)v(x)

=
u′(x)v(x)− u(x)v′(x)

[v(x)]
2 .

■

5.2.2 复合函数的导数

为证明复合函数的求导公式，我们先证明一个引理.

引理 5.1

♥

f(x)在点 x0 可导的充要条件是：在 x0 的某邻域 U(x0)上，存在一个在点 x0 连续的函数 H(x)，使得

f(x)− f(x0) = H(x)(x− x0)

从而 f ′(x) = H(x0).

证明 必要性 设 f(x)在点 x0 可导，令

H(x) =


f(x)− f(x0)

x− x0
, x ∈ Ů(x0),

f ′(x0), x = x0,

则因

lim
x→x0

H(x) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′(x0) = H(x0),

所以 H(x)在点 x0 连续，且 f(x)− f(x0) = H(x)(x− x0), x ∈ U(x0).

充分性 设存在 H(x0), x ∈ U(x0)，它在点 x0 连续，且

f(x)− f(x0) = H(x)(x− x0), x ∈ U(x0).

因存在极限

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→x0

H(x) = H(x0),

所以 f(x)在点 x0 可导，且 f ′(x0) = H(x0). ■
注引理说明了点 x0 是函数 g(x) =

f(x)− f(x0)

x− x0
可去间断点的充要条件是 f(x)在点 x0 可导.这个结论可以推

广到向量函数的导数.

定理 5.7

♥

设 u = φ(x)在点 x0 可导，y = f(u)在点 u0 = φ(x0)可导，则复合函数 f ◦ φ在点 x0 可导，且

(f ◦ φ)′(x0) = f ′(u0)φ
′(x0) = f ′(φ(x0))φ

′(x0).

证明 由 f(u)在点 u0可导，由引理的必要性部分，存在一个在点 u0连续的函数 F (u)，使得 f ′(u0) = F (u0)，且

f(u)− f(u0) = F (u)(u− u0), u ∈ U(u0).
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又由 u = φ(x)在点 x0 可导，同理存在一个在点 x0 连续的函数 Φ(x)，使得 φ′(x0) = Φ(x0)，且

φ(x)− φ(x0) = Φ(x)(x− x0), x ∈ U(x0).

于是就有

f(φ(x))− f(φ(x0)) = F (φ(x))(φ(x)− φ(x0))

= F (φ(x))Φ(x)(x− x0).

因为 φ,Φ在点 x0连续，F 在点 u0 = φ(x0)连续，因此H(x) = F (φ(x))Φ(x)在点 x0连续.由引理的充分性部分
证得 f ◦ φ在点 x0 可导，且

(f ◦ φ)′(x0) = H(x0) = F (φ(x0))Φ(x0) = f ′(u0)φ
′(x0).

■
注复合函数的求导公式也称为链式法则 (chainrule)，函数 y = f(u), u = φ(x)的复合函数在点 x的求导公式一般

也写作
dy

dx
=

dy

du
· du
dx
.

5.2.3 反函数的导数

定理 5.8

♥

设 y = f(x)为 x = φ(y)的反函数，若 φ(y)在点 y0的某邻域上连续，严格单调且 φ′(y0) 6= 0，则 f(x)在

点 x0(= φ(y0))可导，且

f ′(x0) =
1

φ′(y0)
.

证明 设 ∆x = φ(y0 + ∆y) − φ(y0), ∆y = f(x0 + ∆x) − f(x0).因为 φ在 y0 的某邻域上连续且严格单调，故

f = φ−1在 x0的某邻域上连续且严格单调.从而当且仅当∆y = 0时∆x = 0，并且当且仅当∆y → 0时∆x→ 0.
由 φ′(y0) 6= 0，可得

f ′(x) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆y→0

∆y

∆x
=

1

lim
∆y→0

∆x
∆y

=
1

φ′(y0)
.

■

5.2.4 参变量函数的导数

一般地，设有参数表达式 x = φ(t)

y = ψ(t)
t ∈ J

其中函数 φ在区间 J 上严格单调并且连续，函数 ψ在区间 J 上连续.我们可以把 t表示为 x的连续函数

t = φ−1(x), x ∈ I = φ(J),

于是 y表示为 x的连续函数

y = ψ(φ−1(x)), x ∈ I.
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5.2 求导法则

如果函数 φ和 ψ都在区间 J 的内点 t0处可导，并且 φ′(t0) 6= 0，那么由复合函数与反函数的求导法则可知函数

y = ψ ◦ φ−1 在 x0 = φ(t0)处可导，并且有

(ψ ◦ φ−1)′(x0) = ψ′(φ−1(x0))(φ
−1)(x0)

= ψ′(φ−1(x0))
1

φ′(φ−1(x0))

=
ψ′(t0)

φ′(t0)
.

以上我们得到
dy

dx
=

dy/dt

dx/dt
=
ψ′(t)

φ′(t)
.

5.2.5 初等函数导数公式

由于初等函数由基本初等函数经过有限次四则运算和复合运算得到，因此我们只需考虑基本初等函数的导

数公式.对于六类基本初等函数，我们只需讨论常量函数、对数函数和正余弦函数的导数，其余的基本初等函数
的导数公式都可由这三类函数的导数公式和四则运算、复合函数与反函数的求导法则得出.

命题 5.2 (常量函数)

♠
(c)′ = 0 (c为常数).

命题 5.3 (对数函数)

♠
(loga x)

′ =
1

x ln a
(a > 0且a 6= 1).

证明

(loga x)
′ = lim

∆x→0

loga(x+∆x)− loga x

∆x

= lim
∆x→0

ln(1 + ∆x
x )

∆x ln a

= lim
∆x→0

∆x
x

∆x ln a

=
1

x ln a
.

■

命题 5.4 (正余弦函数)

♠

(sinx)′ = cosx,

(cosx)′ = − sinx.

证明

(sinx)′ = lim
∆x→0

sin(x+∆x)− sinx

∆x

= lim
∆x→0

sinx cos∆x+ cosx sin∆x− sinx

∆x

= lim
∆x→0

sinx(cos∆x− 1)

∆x
+ lim

∆x→0

sin∆x

∆x
· cosx

= lim
∆x→0

sinx · (− 1
2∆x

2)

∆x
+ cosx

= cosx.
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(cosx)′ = lim
∆x→0

cos(x+∆x)− cosx

∆x

= lim
∆x→0

cosx cos∆x− sinx sin∆x− cosx

∆x

= lim
∆x→0

cosx(cos∆x− 1)

∆x
− lim

∆x→0

sin∆x

∆x
· sinx

= lim
∆x→0

cosx · (− 1
2∆x

2)

∆x
− sinx

= − sinx.

■
指数函数可由对数函数和反函数的导数公式求得，幂函数可由指数函数、对数函数通过复合函数求导公式

求得，反三角函数可由三角函数和反函数的导数公式求得，在此不展开详述，而是给出相应的导数公式.
综上所述，我们有

命题 5.5 (基本初等函数的导数公式)

♠

(c)′ = 0 (c为常数).

(xα)′ = αxα−1 (α为任意实数).

(ax)′ = ax ln a (a > 0且a 6= 1).

(loga x)
′ =

1

x ln a
(a > 0且a 6= 1).

(sinx)′ = cosx.

(cosx)′ = − sinx.

(tanx)′ = sec2 x.

(cotx)′ = − csc2 x.

(secx)′ = secx tanx.

(cscx)′ = − cscx cotx.

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
.

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

.

(arctanx)′ =
1

1 + x2
.

(arccotx)′ = − 1

1 + x2
.

特别地，

(ex)′ = ex.

(lnx)′ =
1

x
.
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5.3 高阶导数

5.3.1 高阶导数的定义

定义 5.7 (二阶导数)

♣

若函数 f 的导函数 f ′ 在点 x0 可导，则称 f ′ 在点 x0 的导数为 f 在点 x0 的二阶导数，记作 f ′′(x0)，即

lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
= f ′′(x0),

同时称 f 在点 x0 为二阶可导.
若 f 在区间 I 上的每一点都二阶可导，则得到一个定义在 I 上的函数，这个函数称为 f 的二阶导函数，记

作 f ′′(x), x ∈ I，或者简单记作 f ′′.

由上述过程，我们可以继续推出三阶导数、四阶导数以及 n阶导数的定义.

定义 5.8 (n阶导数)

♣

一般地，可由 f 的 n− 1阶导数定义 f 的 n阶导数.即若 f 在区间 I 上的每一点都 (n− 1)阶可导，则得

到一个定义在 I 上的函数，这个函数称为 f 的n阶导函数.记作

f (n), y(n)或
dny

dxn
.

5.3.2 高阶导数的运算法则

定理 5.9 (加减法则)

♥
[u± v]

(n)
= u(n) + v(n).

这里是显然的，不再证明.

定理 5.10 (乘法法则)

♥

(uv)(n) =

n∑
k=0

Ck
nu

(n−k)v(k).

注这里可通过数学归纳法证明.该公式又被称为 Leibnitz公式.
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第 6章 微分中值定理及其应用

在这一章里，我们要讨论怎样由导数 f ′的已知性质来推断函数 f 所应具有的性质.微分中值定理（包括Rolle
定理、Lagrange定理、Cauchy定理、Taylor定理）正是进行这一讨论的有效工具.

6.1 Lagrange定理
本节首先介绍 Lagrange定理以及它的预备定理——Rolle定理.
根据微分的定义，如果函数 f(x)在点 x0 可微，那么当 x→ x0 时，有

f(x)− f(x0) = f ′(x0)(x− x0) + o(x− x0).

以上公式称为无穷小增量公式，它反映了 x→ x0时函数值的变化情况.显然，这是一个局部的增量公式.我
们由此思考：如果函数 f(x)在闭区间 [a, b]上连续，在开区间 (a, b)上可导，是否也有一个刻画函数“整体上”

的增量公式？也就是说是否存在一点 ξ，对于任意的 x1, x2 ∈ [a, b]，有

f(x1)− f(x2) = f ′(ξ)(x1 − x2)?

从几何上看，我们要研究的问题就是是否存在 ξ使得 f(x)在 (ξ, f(ξ))处的切线与经过 (x1, f(x1))和 (x2, f(x2))

的直线平行.这个满足条件的 ξ 就称为中值 (mean value).我们关心中值的存在性，而并不关心它的具体位置.我
们有以下 Lagrange中值定理.

定理 6.1 (Lagrange中值定理)

♥

若函数 f 满足：

(i)f 在闭区间 [a, b]上连续；

(ii)f 在开区间 (a, b)上可导，

则在 (a, b)上至少存在一点 ξ使得

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
. (6.1)

要证明此定理，我们可以先证明它的一个特殊情形——Rolle定理.

定理 6.2 (Rolle定理)

♥

若函数 f 满足：

(i)f 在闭区间 [a, b]上连续；

(ii)f 在开区间 (a, b)上可导；

(iii)f(a) = f(b)，

则在 (a, b)上至少存在一点 ξ，使得

f ′(ξ) = 0.

证明 因为 f 在闭区间 [a, b]上连续，由最值定理，f(x)都最大值和最小值，分别用M 和m来表示，下面分两

种情况讨论：

1. M = m，则 f 在 [a, b]上必为常数，从而结论显然成立.
2. M > m，则因 f(a) = f(b)，使得最大值M 与最小值m至少有一个在 (a, b)上的某点处取到，从而 ξ是 f

的极值点.由 Fermat定理，有
f ′(ξ) = 0.

■
下面是对 Lagrange定理的证明.



6.1 Lagrange定理

证明 作辅助函数

F (x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

显然 F (a) = F (b)，且 F 满足 Rolle定理的另两个条件，因此存在 ξ ∈ (a, b)使

F ′(ξ) = f ′(ξ)− f(b)− f(a)

b− a
= 0,

即

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
.

■
Lagrange 定理的几何意义：在满足定理条件的曲线 y = f(x) 上至少存在一点 P (ξ, f(ξ))，使得该曲线在

该点处的切线平行于曲线两端点的连线 AB. 我们在证明中引入的辅助函数 F (x)，正是曲线 y = f(x) 与直线

AB(y = f(a) + f(b)−f(a)
b−a (x− a))之差.

Lagrange定理中的公式6.1称为 Lagrange公式.其还有几种等价形式如下：

f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a), a < ξ < b; (6.2)

f(b)− f(a) = f ′(a+ θ(b− a))(b− a), 0 < θ < 1; (6.3)

f(a+ h)− f(a) = f ′(a+ θh)h, 0 < θ < 1. (6.4)

值得注意的是，Lagrange公式无论对于 a < b还是 a > b都成立，而 ξ 是介于 a与 b之间的一个确定的数.
而6.3和6.4两式的特点在于把中值点 ξ表示成了 a+ θ(b− a)，使得不论 a, b为何值，θ总可为小于 1的某一正数.

推论 6.1

♥
若函数 f 在区间 I 上可导，且 f ′(x) ≡ 0, x ∈ I，则 f 为 I 上的一个常量函数.

证明 任取两点 x1, x2 ∈ I(不妨设x1 < x2)，在区间 [x1, x2]上应用 Lagrange定理，存在 ξ ∈ (x1, x2) ⊂ I，使得

f(x2)− f(x1) = f ′(ξ)(x2 − x1) = 0.

这就证得 f 在区间 I 上任何两点之值相等.
进一步，我们有以下推论.

推论 6.2

♥

若函数 f 和 g均在区间 I 上可导，且 f ′(x) ≡ g′(x), x ∈ I，则在区间 I 上 f(x)与 g(x)只相差某一常数，

即

f(x) = g(x) + c (c为某一常数).

推论 6.3 (导数极限定理)

♥

设函数 f 在点 x0的某邻域 U(x0)上连续，在 Ů(x0)上可导，且极限 lim
x→x0

f ′(x)存在，则 f 在点 x0可导，

且

f ′(x0) = lim
x→x0

f ′(x).

证明 分别按左、右导数证明结论成立.
任取 x ∈ Ů+(x0)，f(x)在 [x0, x]上满足 Lagrange定理的条件，则存在 ξ ∈ (x0, x)，使得

f(x)− f(x0)

x− x0)
= f ′(ξ).

由于 x0 < ξ < x，因此当 x→ x+0 时，有 ξ → x+0，对上式取极限，得

lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→x+
0

f ′(ξ) = f ′(x0 + 0).

同理可得 f ′−(x0) = f ′(x0 − 0).
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6.2 Cauchy中值定理与 L’Hospital法则

因为 lim
x→x0

f ′(x) = k存在，所以 f ′(x0 +0) = f ′(x0 − 0) = k，从而 f ′+(x0) = f ′−(x0) = k，即 f ′(x0) = k. ■

注证明过程中要注意：f ′+(x0) = lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0
，指的是 f(x)在 x0处的左导数；而 f ′(x0+0) = lim

x→x0

f ′(x)，

指的是导函数 f ′(x)趋近于 x0 时的左极限.该定理的本质说明了函数的左右导数等于导函数的左右极限，因此
函数在某一点的导数等于其导函数在该点的极限.符合定理条件的 f(x)的导函数在 x0 点连续.导数极限定理适
合于求分段函数在分段点处的导数.

6.2 Cauchy中值定理与 L’Hospital法则

6.2.1 Cauchy中值定理

Cauchy中值定理是形式更一般的微分中值定理，定理内容如下.

定理 6.3 (Cauchy中值定理)

♥

设函数 f 和 g满足：

1. 在闭区间 [a, b]上都连续；

2. 在开区间 (a, b)上都可导；

3. f ′(x)和 g′(x)不同时为零；

4. g(a) 6= g(b)，

则存在 ξ ∈ (a, b)，使得
f ′(ξ)

g′(ξ)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

证明 作辅助函数

F (x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(g(x)− g(a)).

容易看出 F 在 [a, b]上满足 Rolle定理条件，故存在 ξ ∈ (a, b)，使得

F ′(ξ) = f ′(ξ)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(ξ) = 0.

因为 g′(ξ) 6= 0（否则由上式 f ′(ξ)也为零），所以可把上式改写成 Cauchy定理的结论. ■

Cauchy中值定理与 Lagrange定理的几何意义相类似.只是现在要把 f, g写作以 x为参量的参量方程u = g(x),

v = f(x),

它在 uOv平面表示一段曲线.由于
f(b)− f(a)

b− a
表示连接该曲线两端的弦 AB 的斜率，而

f ′(ξ)

g′(ξ)
=

dv

du

∣∣∣∣
x=ξ

则表示该曲线上与 x = ξ 相对应的一点 (g(ξ), f(ξ))处的切线的斜率，因此 Cauchy中值定理的结论表明上述切
线与弦 AB 互相平行.

6.2.2 L’Hospital法则

我们在极限理论中学习无穷小（大）量阶的比较时，已经遇到过两个无穷小量或两个无穷大量之比的极限.
由于这种极限可能存在也可能不存在，因此我们将两个无穷小量或两个无穷大量之比的极限统称为不定式极限，

分别记为
0

0
型或

∞
∞
型的不定式极限.下面我们将以导数研究不定式极限，这个方法通常称为 L’Hospital法则.
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6.2 Cauchy中值定理与 L’Hospital法则

1.
0

0
型不定式极限

定理 6.4

♥

若函数 f 和 g满足：

1. lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0；

2. 在点 x0 的某空心邻域 Ů(x0)上两者都可导，且 g′(x) 6= 0；

3. lim
x→x0

f ′(x)
g′(x) = A（A为扩充后的任一实数），

则

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
= A.

证明 补充定义 f(x0) = g(x0) = 0，使得 f 与 g在点 x0 连续.任取 x ∈ Ů(x0)，在区间 [x0, x]上应用 Cauchy中
值定理，有

f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
x0 < ξ < x,

即
f(x)

g(x)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
.

当令 x→ x0 时，也有 ξ → x0，故得

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(ξ)

g′(ξ)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
= A.

■
注对于其它极限过程，只要相应地修正条件 2中的邻域即可得到同样的结论.

2.
•
∞
型不定式极限

定理 6.5

♥

若函数 f 和 g满足：

1. 在 x0 的某个右邻域 Ů(x0)上二者可导，且 g′(x) 6= 0；

2. lim
x→x+

0

g(x) = ∞；

3. lim
x→x+

0

f ′(x)

g′(x)
= A（A为扩充后的任一实数），

则

lim
x→x+

0

f(x)

g(x)
= A.

证明 先设 A ∈ R，则对任意 ε > 0，存在 δ > 0，当 x ∈ (x0, x0 + δ)时，有

A− ε <
f ′(x)

g′(x)
< A+ ε.

对于 (x, c) ⊆ (x0, x0 + δ)，由 Cauchy中值定理可知，存在 ξ ∈ (x, c)使得

f(x)− f(c)

g(x)− g(c)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
.

因此

A− ε <
f(x)− f(c)

g(x)− g(c)
< A+ ε.

即

A− ε <

f(x)
g(x) −

f(c)
g(x)

1− g(c)
g(x)

< A+ ε. (6.5)
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6.3 Taylor公式

由于 lim
x→x+

0

g(x) = ∞，固定 c，令不等式6.5的右边的 x→ x+0 取上极限得

lim sup
x→x+

0

f(x)

g(x)
⩽ A+ ε.

令 ε→ 0，得

lim sup
x→x+

0

f(x)

g(x)
⩽ A.

同理，固定 c，对不等式6.5左边的 x→ x+0 取下极限得

lim inf
x→x+

0

f(x)

g(x)
⩾ A− ε.

令 ε→ 0，得

lim inf
x→x+

0

f(x)

g(x)
⩾ A.

所以有

lim sup
x→x+

0

f(x)

g(x)
= lim inf

x→x+
0

f(x)

g(x)
= lim

x→x+
0

f(x)

g(x)
= A.

类似的可以证明 A = ±∞或∞的情形和其他极限过程，在此不再赘述. ■
与 Stolz定理一样，我们也有 L’Hospital法则的推广形式.

定理 6.6

♥

设函数 f 和 g在开区间 (a, b)可导，g(x) 6= 0(∀x ∈ (a, b)\{x0})，则对任意 x0 ∈ (a, b)，有

lim inf
x→x0

f ′(x)

g′(x)
⩽ lim inf

x→x0

f(x)

g(x)
⩽ lim sup

x→x0

f(x)

g(x)
⩽ lim sup

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

注对其他极限过程，也有以上结论.
从以上定理可看出，当 x→ x0时，若

f ′(x)

g′(x)
存在，则可以断言

f(x)

g(x)
一定存在；反之，若

f ′(x)

g′(x)
不存在，却

不一定能说明
f(x)

g(x)
不存在.

6.3 Taylor公式
多项式函数是各类函数中最简单的一种，用多项式逼近函数是近似计算和理论分析的一个重要内容.

6.3.1 带有 Peano型余项的 Taylor公式

我们在学习导数和微分概念时已经知道，如果函数 f 在点 x0 处可导，则有

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + o(x− x0).

即在点 x0附近，用一次多项式 f(x0) + f ′(x0)(x− x0)逼近函数 f(x)时，其误差为 (x− x0)的高阶无穷小量.然
而在很多时候，用一次多项式逼近是不够的.下面我们研究用 n次多项式逼近，则其误差为 o((x− x0)).
我们探索如下面形式的任一 n次多项式：

pn(x) = a0 + a1(x− x0)
1 + a2(x− x0)

2 + · · ·+ an(x− x0)
n =

n∑
k=0

ak(x− x0)
k.

逐次求其各阶导数，我们得到

p(k)n = k!ak, k = 1, 2, · · · , n.
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6.3 Taylor公式

所以有

ak =
p
(k)
n

k!
.

由此可见，多项式 pn(x)的各项系数由其在点 x0 的各阶导数值所唯一确定.
对于一般函数 f，设它在点 x0 存在直到 n阶的导数.由这些导数构造一个 n次多项式

Tn(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k.

我们将这个多项式 Tn 称为函数 f 在点 x0 处的 Taylor多项式，Tn(x)的各项系数 f(k)(x0)
k! (k = 1, 2, · · · , n)称为

Taylor系数.由上面对多项式系数的讨论，我们知道 f(x)与其 Taylor展开式 Tn(x)在点 x0 处有相同的函数值和

相同的直至 n阶的导数值，即

f (k)(x0) = T (k)
n (x0), k = 1, 2, · · · , n.

下面证明 f(x)− Tn(x) = o((x− x0)
n).

证明 设 Rn(x) = f(x)− Tn(x), Qn(x) = (x− x0)
n，即证

lim
x→x0

Rn(x)

Qn(x)
= 0.

易知

Rn(x0) = R′
n(x0) = · · · = R(n)

n (x0) = 0,

Qn(x0) = Q′
n(x0) = · · · = Q(n−1)

n (x0) = 0, Q(n)
n (x0) = n!.

它们满足 L’Hospital法则中的“0/0”型，即
1. lim

x→x0

R
(n−1)
n (x) = lim

x→x0

Q
(n−1)
n (x) = 0；

2. 在点 x0 的空心邻域 Ů(x0)上两者都可导，且 Q
(n)
n (x) = n! 6= 0；

3. lim
x→x0

R
(n)
n

Q
(n)
n

= 0.

故有

lim
x→x0

R
(n−1)
n

Q
(n−1)
n

= lim
x→x0

R
(n)
n

Q
(n)
n

= 0.

以此类推，我们有

lim
x→x0

Rn

Qn
= 0.

■
现在我们有以下定理.

定理 6.7

♥

若函数 f 在点 x0 存在直至 n阶导数，则有 f(x) = Tn(x) + o((x− x0)
n)，即

f(x) = f(x0)+f
′(x0)(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
+ · · ·+ f (n)

n!
(x−x0)n+o((x−x0)n) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x−x0)k. (6.6)

我们将上述定理中的6.6式称为 Taylor公式，将 Rn(x) = f(x)− Tn(x)称为 Taylor公式的余项，形如 o((x−
x0)

n)的余项称为 Peano型余项，因此6.6式又称为带有 Peano型余项的 Taylor公式.
注若 f(x)在 x0 附近满足

f(x) = pn(x) + o((x− x0)
n),

其中 pn(x)为 n阶多项式，这并不能说明 pn(x)必定是 f 的 Taylor多项式.
注 满足 f(x) = pn(x) + o((x − x0)

n) 的多项式 pn(x) 是唯一的. 若函数 f 满足上述定理的条件，满足 f(x) =

pn(x) + o((x− x0)
n)的多项式 pn(x)只可能是 f 的 Taylor多项式 Tn.
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6.3 Taylor公式

常用的 Taylor公式是在 x0 = 0时的特殊形式：

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
+ o(xn).

它称为带有 Peano余项的Maclaurin公式.
下面给出一些常用的带有 Peano余项的Maclaurin公式，读者可自行验证.

(1) ex = 1 + x+
x2

2
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn);

(2) sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ · · ·+ (−1)m−1 x2m−1

(2m− 1)!
+ o(x2m);

(3) cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ · · ·+ (−1)m

x2m

(2m)!
+ o(x2m+1);

(4) ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ o(xn);

(5) (1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
+ · · ·+ α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
xn + o(xn);

(6)
1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + o(xn).

利用上述Maclaurin公式可间接求得其他一些函数的Maclaurin公式或 Taylor公式，还可用来求某种类型的
极限.

6.3.2 带有 Lagrange型余项的 Taylor公式

上面我们从微分近似出发，推广得到 n次多项式逼近函数的 Taylor公式6.6.Peano型余项是定性的，下面我
们将 Taylor公式构造一个定量形式的余项，即 Lagrange余项，便于对误差进行具体的计算和估计.

定理 6.8 (Taylor定理)

♥

若函数 f在 [a, b]上存在直至n阶的导函数，在 (a, b)上存在 (n+1)阶导函数，则对任意给定的 x, x0 ∈ [a, b]，

至少存在一点 ξ ∈ (a, b)，使得

f(x) = f(x0)+f
′(x0)(x−x0)+

f ′′(x0)

2
(x−x0)2+ · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x−x0)n+

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x−x0)n+1. (6.7)

证明 作辅助函数

F (t) = f(x)−
[
f(t) + f ′(t)(x− t) + · · ·+ f (n)(t)

n!
(x− t)n

]
,

G(t) = (x− t)n+1.

所要证明的式6.7即为

F (x0) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
G(x0).

即证
F (x0)

G(x0)
=
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
.

不妨设 x0 < x，则 F (t)与 G(t)在 [x0, x]上连续，在 (x0, x)上可导，且

F ′(t) = −f
(n+1)(ξ)

n!
(x− t)n,

G′(t) = −(n+ 1)(x− t)n 6= 0.

又因 F (x) = G(x) = 0，由 Cauchy中值定理得
F (x0)

G(x0)
=
F (x0)− F (x)

G(x0)−G(x)
=
F ′(ξ)

G′(ξ)
=
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
, ξ ∈ (x0, x) ⊂ (a, b).

74



6.4 函数的单调性

■
式6.7同样称为 Taylor公式，它的余项为

Rn(x) = f(x)− Tn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1,

ξ = x0 + θ(x− x0), (0 < θ < 1).

我们将该余项称为 Lagrange型余项.因此6.7式又称为带有 Lagrange型余项的 Taylor公式.
注意到 n = 0时，式6.7即为 Lagrange中值公式

f(x)− f(x0) = f ′(ξ)(x− x0).

所以 Taylor定理可以看作 Lagrange中值定理的推广.
当 x0 = 0时，得到 Taylor公式

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn +

f (n+1)(θx)

(n+ 1)!
xn+1 (0 < θ < 1).

上式称为带有 Lagrange余项的Maclaurin公式.
下面将带有 Peano余项的Maclaurin公式改写成了带有 Lagrange余项的Maclaurin公式.(0 < θ < 1)

(1) ex = 1 + x+
x2

2
+ · · ·+ xn

n!
+

eθx

(n+ 1)!
xn+1, x ∈ (−∞,+∞);

(2) sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ · · ·+ (−1)m−1 x2m−1

(2m− 1)!
+ (−1)m

cos θx

(2m+ 1)!
x2m+1, x ∈ (−∞,+∞);

(3) cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ · · ·+ (−1)m

x2m

(2m)!
+ (−1)m+1 cos θx

(2m+ 2)!
x2m+2, x ∈ (−∞,+∞);

(4) ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ (−1)n

xn+1

(n+ 1)(1 + θx)n+1
, x > −1;

(5) (1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
+ · · ·+ α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
xn+

α(α− 1) · · · (α− n)

(n+ 1)!
(1 + θx)α−n−1xn+1, x > −1;

(6)
1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn +

xn+1

(1− θx)n+2
, |x| < 1.

6.3.3 Taylor公式的应用

6.4 函数的单调性

定理 6.9

♥

设函数 f(x)在区间 I 上可导，则 f(x)在 I 上递增的充要条件是 f ′(x) ⩾ 0；f(x)在 I 上递减的充要条件

是 f ′(x) ⩽ 0.

证明 只需证递增的情况即可.设 f 为递增函数，则对每一 x0 ∈ I，当 x 6= x0 时，有

f(x)− f(x0)

x− x0)
⩾ 0.

令 x→ x0，即得 f ′(x0) ⩾ 0.
反之，若 f(x)在区间 I 上恒有 f ′(x) ⩾ 0，则对任意 x1, x2 ∈ I (设x1 < x2)，由 Lagrange中值定理，存在

ξ ∈ (x1, x2)，使得

f(x2)− f(x1) = f ′(ξ)(x2 − x1) ⩾ 0

. 所以 f 在 I 上为递增函数. ■
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定理 6.10

♥

若函数 f 在 (a, b)上可导，则 f 在 (a, b)上严格递增（递减）的充要条件为

(1)对 ∀x ∈ (a, b), f ′(x) ⩾ 0 (f ′(x) ⩽ 0)；

(2)在 (a, b)的任意子区间上 f ′(x) 6≡ 0.

证明 用反证法.
必要性 (i)是显然的.对 (ii)，假设存在 (c, d) ⊂ (a, b)，对于 ∀x ∈ (c, d)，f ′(x) ≡ 0，则对任意 x1, x2 ∈

(c, d)(设x1 < x2)，对任意 ξ ∈ (x1, x2)，有 f(x2)− f(x1) = f ′(ξ)(x2 − x1) = 0.与严格递增矛盾.
充分性 (i)是显然的.对 (ii)，假设不严格递增，则存在 (c, d) ⊂ (a, b)，对于任意 x1, x2 ∈ (c, d)(设x1 < x2)，

对任意 ξ ∈ (c, d)，有 f ′(ξ)(x2 − x1) = f(x2) − f(x1) = 0，由于 x1 6= x2，故 f ′(ξ) = 0，即对任意 x ∈ (c, d)，

f ′(x) ≡ 0，这与 (ii)矛盾. ■

推论 6.4

♥
设函数在区间 I 上可微，若 f ′(x) > 0(< 0)，则 f 在 I 上严格递增（递减）.

定理 6.11 (Darboux定理)

♥

若函数 f 在 [a, b] 上可导，且 f ′+(a) 6= f ′−(b)，k 为介于 f ′+(a), f
′
−(b) 之间任一实数，则至少存在一点

ξ ∈ (a, b)，使得

f ′(ξ) = k.

证明 设 F = f(x)− kx，则 F (x)在 [a, b]上可导，且

F ′
+(a) · F ′

−(b) = (f ′+(a)− k)(f ′−(b)− k) < 0.

不妨设 F ′
+(a) > 0, F ′

−(b) < 0.由命题5.1.4，分别存在 x1 ∈ Ů+(a), x2 ∈ Ů−(b)，且 x1 < x2，使得

F (x1) > F (a), F (x2) > F (b).

因为 F 在 [a, b]可导，所以连续.根据最值定理，存在一点 ξ ∈ [a, b]，使 F 在点 ξ取得最大值.ξ 6= a, b，这就说明

ξ是 F 的极大值点.由 Fermat定理得 F ′(ξ) = 0，即

f ′(ξ) = k.

■
注有时候称上述定理为导函数介值定理.

推论 6.5

♥
设函数 f(x)在区间 I 上满足 f ′(x) 6= 0，那么 f(x)在区间 I 上严格单调.

6.5 函数的极值与最值
函数的极值不仅在实际问题中占有重要的地位，而且也是函数性态的一个重要特征.
Fermat定理已经告诉我们，可导函数在点 x0 取极值的必要条件是 f ′(x0) = 0.下面讨论充分条件.

定理 6.12 (极值的第一充分条件)

♥

设 f 在点 x0 连续，在某邻域 Ů(x0; δ)上可导.
(i)若当 x ∈ (x0 − δ, x0)时 f ′(x) ⩽ 0，当 x ∈ (x0, x0 + δ)时 f ′(x) ⩾ 0，则 f 在点 x0 取得极小值；

(ii)若当 x ∈ (x0 − δ, x0)时 f ′(x) ⩾ 0，当 x ∈ (x0, x0 + δ)时 f ′(x) ⩽ 0，则 f 在点 x0 取得极大值.

证明 只需证 (i)即可.由定理的条件，f 在 (x0 − δ, x0)上递减，在 (x0, x0 + δ)上递增，又由 f 在点 x0 上连续，
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故对任意 x ∈ U(x0; δ)，恒有

f(x) ⩾ f(x0).

即 f 在点 x0 取得极小值.可类似证明 (ii)的情况. ■

定理 6.13 (极值的第二充分条件)

♥

设 f 在 x0 的某邻域 U(x0; δ)上一阶可导，在 x0 处二阶可导，且 f ′(x0) = 0, f ′′(x0) 6= 0.
(i)若 f ′′(x0) < 0，则 f 在 x0 取得极大值.
(ii)若 f ′′(x0) > 0，则 f 在 x0 取得极小值.

证明 由条件，可得 f 在 x0 处的二阶 Taylor公式

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2!
f ′′(x0)(x− x0)

2 + o((x− x0)
2).

由于 f ′(x0) = 0，因此

f(x)− f(x0) =

[
f ′′(x0)

2
+ o(1)

]
(x− x0)

2.

又因 f ′′(x0) 6= 0，故存在正数 δ′ ⩽ δ，当 x ∈ U(x0; δ
′)时，

1

2
f ′′(x0)和

1

2
f ′′(x0)+ o(1)同号.所以，当 f ′′(x0) < 0

时，
1

2
f ′′(x0) + o(1) < 0，从而对任意 x ∈ Ů(x0; δ

′)，有

f(x)− f(x0) < 0.

即 f 在 x0 取极大值.同理，对 f ′′(x0) > 0，可得 f 在 x0 取极小值. ■

定理 6.14 (极值的第三充分条件)

♥

设 f 在 x0 的某邻域上存在直到 n − 1 阶导函数，在 x0 处 n 阶可导，且 f (k)(x0) (k = 1, 2, · · · , n − 1)，

f (n)(x0) 6= 0，则

(i)当 n为偶数时，f 在 x0 取得极值，且当 f (n)(x0) < 0时取极大值，f (n)(x0) > 0时取极小值.
(ii)当 n为奇数时，f 在 x0 处不取极值.

证明 与极值的第二充分条件证明类似.f 在 x0 的 n阶 Taylor公式

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + o((x− x0)
n).

其中 f (k)(x0) (k = 1, 2, · · · , n− 1)，则只剩

f(x)− f(x0) =

[
f (n)(x0)

n!
+ o(1)

]
(x− x0)

(n).

当 n为偶数时，(x − x0)
n > 0，x0 两侧某邻域内 f(x)同号.f (n)(x0) < 0时，f(x) − f(x0) < 0.则 f(x)在

x0 处取极大值，同理，对 f (n)(x0) > 0，可得 f 在 x0 取极小值.
当 n为奇数时，(x− x0)

n 在 x0 的两侧异号，因此 f(x)− f(x0)也在 x0 的两侧异号，故不取极值. ■
根据闭区间上连续函数的基本性质，若函数 f 在闭区间 [a, b]上连续，则 f 在 [a, b]上一定有最大、最小值.

这是我们求连续函数的最大、最小值的理论保证.若函数 f 的最大（小）值点 x0 在开区间 (a, b)上，则 x0 必定

是 f 的极大（小）值点.又若 f 在 x0 可导，则 x0 还是一个稳定点.所以我们只要比较 f 在区间内部的所有稳定

点、不可导点和区间端点上的函数值，就能从中找到 f 在 [a, b]上的最大值和最小值.
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6.6 函数的凸性与拐点

定义 6.1 (凸函数和凹函数)

♣

设 f 为定义在区间 I 上的函数，若对 I 上的任意两点 x1, x2 和任意实数 λ ∈ (0, 1)，都有

f(λx1 + (1− λ)x2) ⩽ λf(x1) + (1− λ)f(x2),

则称 f 为 I 上的凸函数 (convex function).反之，如果总有

f(λx1 + (1− λ)x2) ⩾ λf(x1) + (1− λ)f(x2),

则称 f 为 I 上的凹函数 (concave function).

如果将上述的不等式改为严格不等式，则相应的函数称为严格凸函数和严格凹函数.
容易证明：若 −f 为区间 I 上的凸函数，则 f 为区间 I 上的凹函数.因此，只需讨论凸函数的性质即可.

定理 6.15

♥

f 为 I 上的凸函数的充要条件是：对于 I 上的任意三点 x1 < x2 < x3，总有

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
⩽ f(x3)− f(x2)

x3 − x2
.

证明 必要性 记 λ =
x3 − x2
x2 − x1

，则 x2 = λx1 + (1− λ)x3.由 f 的凸性知道

f(x2) = f(λx1 + (1− λ)x3) ⩽ λf(x1) + (1− λ)f(x3)

=
x3 − x2
x3 − x1

f(x1) +
x2 − x1
x3 − x1

f(x3),

从而有

(x3 − x1)f(x2) ⩽ (x3 − x2)f(x1) + (x2 − x1)f(x3),

(x3 − x2)f(x2) + (x2 − x1)f(x2) ⩽ (x3 − x2)f(x1) + (x2 − x1)f(x3).

整理后即得结论.
充分性 在 I 上任取两点 x1, x3(x1 < x3)，在 [x1, x3]上任取一点 x2 = λx1 + (1 − λ)x3, λ ∈ (0, 1)，即

λ =
x3 − x2
x3 − x1

.由必要性推导的逆过程，可得

f(λx1 + (1− λ)x3) ⩽ λf(x1) + (1− λ)f(x3),

故 f 为 I 上的凸函数. ■
注如果 f 是 I 上的严格凸函数，则定理中的“⩽”可改为“<”.
注同理可证加强的定理

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
⩽ f(x3)− f(x1)

x3 − x1
⩽ f(x3)− f(x2)

x3 − x2
.

如果 f 是 I 上的严格凸函数，则定理中的“⩽”亦可改为“<”.

定理 6.16

♥

设 f 是区间 I 上的可导函数，则下述论断互相等价：

1. f 为 I 上的凸函数；

2. f ′ 为 I 上的增函数；

3. 对 I 上任意两点 x1, x2，有

f(x2) ⩾ f(x1) + f ′(x1)(x2 − x1).

证明 1 → 2 任取 I 上两点 x1, x2(x1 < x2)及充分小的正数 h.由于 x1 − h < x1 < x2 < x2 + h，根据 f 的凸
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性有
f(x1)− f(x1 − h)

h
⩽ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
⩽ f(x2 + h)− f(x2)

h
.

由 f 是可导函数，令 h→ 0，得

f ′(x1) ≤
f(x2 − f(x1))

x2 − x1
⩽ f ′(x2),

所以 f ′ 是 I 上的递增函数.
2 → 3 在以 x1, x2(不妨设x1 < x2)为端点的区间上，由 Lagrange定理和 f ′ 递增条件，有

f(x2)− f(x1) = f ′(ξ)(x2 − x1) ⩾ f ′(x1)(x2 − x1).

移项后即得

f(x2) ⩾ f(x1) + f ′(x1)(x2 − x1).

3 → 1 设 x1, x2 为 I 上任意两点，x3 = λx1 + (1 − λ)x2, λ ∈ (0, 1). 由论断 3，并利用 x1 − x3 =

(1− λ)(x1 − x2)与 x2 − x3 = λ(x2 − x1)，有

f(x1) ⩾ f(x3) + f ′(x3)(x1 − x3) = f(x3) + (1− λ)f ′(x3)(x1 − x2),

f(x2) ⩾ f(x3) + f ′(x3)(x2 − x3) = f(x3) + λf ′(x3)(x2 − x1).

分别用 λ和 1− λ乘上列两式并相加，得

f(x1) + (1− λ)f(x2) ⩾ f(x3) = f(λx1 + (1− λ)x2)

即 f 为 I 上的凸函数. ■
注论断 3的几何意义是：曲线 y = f(x)总是在它的任一切线的上方.这是可导凸函数的几何特征.对于凹函数也
有类似结论.

推论 6.6

♥

设 f 为区间 I 上的二阶可导函数，则在 I 上 f 为凸函数的充要条件是

f ′′(x) ⩾ 0, x ∈ I.

f 为凹函数的充要条件是

f ′′(x) ⩽ 0, x ∈ I.

定义 6.2 (拐点)

♣

设曲线 y = f(x)在点 (x0, f(x0))处有穿过曲线的切线.且在切点近旁，曲线在切线的两侧分别是严格凸
和严格凹的，这时称点 (x0, f(x0))为曲线 y = f(x)的拐点 (inflection point).

由定义可见，拐点正是凸和凹曲线的分界点.
易证下面有关拐点的定理.

定理 6.17

♥
若 f 在 x0 二阶可导，则 (x0, f(x0))是曲线拐点的必要条件是 f ′′(x0) = 0.

定理 6.18

♥

设 f 在 x0可导，在某邻域 Ů(x0)上二阶可导.若在 Ů+(x0)和 Ů−(x0)上 f ′′(x0)的符号相反，则 (x0, f(x0))

为曲线的一个拐点.

然而，若 (x0, f(x0))是曲线 y = f(x)的一个拐点，y = f(x)在 x0 处的导数不一定存在.例如 y = 3
√
x在

x = 0时的情况.
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6.7 方程的近似解

6.7 方程的近似解
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第 7章 不定积分

7.1 不定积分的概念
正如加法有逆运算减法，乘法有逆运算除法一样，微分法也有逆运算——积分法.

7.1.1 原函数与不定积分

定义 7.1 (原函数)

♣

设函数 f 与 F 在区间 I 上都有定义.若

F ′(x) = f(x), x ∈ I,

则称 F 为 f 在区间 I 上的一个原函数 (primitive function).

在研究原函数之前，我们需要明确原函数存在的条件与是否唯一，在这个前提下我们谈论求解原函数才是

有意义的.

定理 7.1 (原函数存在定理（待证）)

♥若函数 f 在区间 I 上连续，则 f 在 I 上存在原函数 F .

由于初等函数在其定义区间上都是连续函数，因此每个初等函数在其定义区间上都有原函数.

定理 7.2

♥

设 F 是 f 在区间 I 上的一个原函数，则

(i)F + C 也是 f 在 I 上的原函数，其中 C 为任意常量函数（常数）；

(ii)f 在 I 上的任意两个原函数之间，只可能相差一个常数.

证明 (i)这是因为 [F (x) + C]
′
= F ′(x) = f(x), x ∈ I .

(ii)设 F 和 G是 f 在 I 上的任意两个原函数，则有

[F (x)−G(x)]
′
= F ′(x)−G′(x) = f(x)− f(x) = 0, x ∈ I.

根据 Lagrange定理的推论 2，有
F (x)−G(x) ≡ C, x ∈ I.

■

定义 7.2 (不定积分)

♣

函数 f 在区间 I 上的全体原函数称为 f 在 I 上的不定积分 (indefinite integral)，记作∫
f(x) dx,

其中称
∫
为积分号，f(x)为被积函数 (integrand)，f(x) dx为被积表达式，x为积分变量.

可见，不定积分与原函数是总体和个体的关系，即若 F 为 f 的一个原函数，则 f 的不定积分是一个函数族

{F + C}，其中 C 为任意常数，为方便起见，记作∫
f(x) dx = F (x) + C.

于是又有 [∫
f(x) dx

]′
= [F (x) + C]

′
= f(x),



7.2 积分方法

d

∫
f(x) dx = d [F (x) + C] = f(x) dx.

不定积分的几何意义：若 F 是 f 的一个原函数，则称 y = F (x)为 f 的一条积分曲线.f 的不定积分在几何
上表示 f 的某一积分曲线沿纵轴方向任意平移所得一切积分曲线组成的曲线族.

7.1.2 基本积分表

我们把基本导数公式写成基本积分公式.

命题 7.1 (基本积分公式)

♠

∫
xα dx =

xα+1

α+ 1
+ C (α 6= −1, x ⩾ 0).∫

1

x
dx = ln |x|+ C (x 6= 0).∫

ax dx =
ax

ln a
+ C (a > 0, a 6= 1).∫

cosx dx = sinx+ C.∫
sinx dx = − cosx+ C.∫
sec2 x dx = tanx+ C.∫
csc2 x dx = − cotx+ C.∫
secx · tanx dx = secx+ C.∫
cscx · cotx dx = − cscx+ C.∫

dx√
1− x2

= arcsinx+ C = − arccosx+ C1.∫
dx

1 + x2
= arctanx+ C = −arccotx+ C1.

我们可以从导数的线性运算法则得到不定积分的线性运算法则.

定理 7.3 (积分的线性性)

♥

若函数 fi(x)(i = 1, 2, · · · )在区间 I 上都存在原函数，ki 为任意常数，则
n∑

i=1

kifi(x)

在 I 上也存在原函数，且当 ki 中所有项不同时为零时，有∫ ( n∑
i=1

kifi(x)

)
dx =

n∑
i=1

ki

∫
fi(x) dx.

对等式两边求导即可证得，在此不再赘述.

7.2 积分方法
上一节我们通过基本导数公式得到了一部分基本初等函数的原函数. 但即使像 lnx，tanx 这样的基本初等

函数我们还不知道如何求得其原函数，因此我们还需要一些求积法则.下面我们介绍换元积分法和分部积分法.
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7.2 积分方法

7.2.1 换元积分法

定理 7.4 (第一换元积分法)

♥

设函数 f(x)在区间 I 上有定义，φ(t)在区间 J 上可导，且 φ(J) ⊆ I .如果不定积分
∫
f(x) dx = F (x)+C

在 I 上存在，则不定积分
∫
f(φ(t))φ′(t) dt也存在，且∫

f(φ(t))φ′(t) dt = F (φ(t)) + C.

证明 用复合函数求导法进行验证.因为对于任何 t ∈ J，有
d

dt
(F (φ(t))) = F ′(φ(t))φ′(t) = f(φ(t))φ′(t),

所以 f(φ(t))φ′(t)以 F (φ(t))为原函数 ■
注第一换元公式也可以写成∫

f(φ(t))φ′(t) dt =

∫
f(φ(t)) dφ(t)

=

∫
f(x) dx (令x = φ(t))

= F (x) + C = F (φ(t)) + C.

因此第一换元法也成为凑微分法

定理 7.5 (第二换元积分法)

♥

设函数 f(x)在区间 I 上有定义，φ(t)在区间 J 上可导，φ(J) = I，且 x = φ(t)在区间 J 上存在反函数

t = φ−1(x), x ∈ I .如果不定积分
∫
f(x) dx在 I 上存在，则当

∫
f(φ(t))φ′(t) dt在 J 上存在时，在 I 上有∫

f(x) dx = G(φ−1(x)) + C.

证明 设
∫
f(x) dx = F (x) + C.对于任何 t ∈ J，有

d

dt
(F (φ(t))−G(t)) = F ′(φ(t))φ′(t)−G′(t) = f(φ(t))φ′(t)− f(φ(t))φ′(t) = 0.

所以存在常数 C1，使得 F (φ(t))−G(t) = C1对于任何 t ∈ J 成立，从而 G(φ′(x)) = F (x)− C1对于任何 x ∈ I

成立.因此，对于任何 x ∈ I，有
d

dx
(G(φ−1(x))) = F ′(x) = f(x),

即 G(φ−1(x))为 f(x)的原函数. ■
注第二换元公式也可以写成∫

f(x) dx =

∫
f(φ(t))φ′(t) dt (令x = φ(t)) = G(t) + C = G(φ−1(x)) + C.(t = φ−1(x))

因此第二换元法也成为代入换元法.

7.2.2 分部积分法

由乘积求导法，可以导出分部积分法.

定理 7.6 (分部积分法)

♥

若 u(x)与 v(x)可导，不定积分
∫
u′(x)v(x) dx存在，则

∫
u(x)v′(x) dx也存在，并有∫

u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−
∫
u′(x)v(x) dx.
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7.3 有理函数和可化为有理函数的不定积分

证明 由

[u(x)v(x)]
′
= u′(x)v(x) + u(x)v′(x)

得

u(x)v′(x) = [u(x)v(x)]
′ − u′(x)v(x),

对上式两边积分即得定理中的结论. ■
分部积分公式也可写作 ∫

u dv = uv −
∫
v du.

7.3 有理函数和可化为有理函数的不定积分
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第 8章 Riemann积分

8.1 Riemann积分的概念

8.1.1 长度、面积与 Euclid空间

虽然我们在小学时期就学习了长度、面积等相关概念，但事实上我们从未严格定义过长度、面积和体积.下
面我们尝试定义这些概念.
我们可以把“长度”看作是 1维实空间 R（即实数轴）的一个子集族X（R的每个子集不一定都有“长度”）

到实数域的一个映射M .我们首先规定
M([a, b]) := b− a.

其中 a ⩽ b.这表明任何闭区间 [a, b]的长度为 b− a，并蕴含了数轴上任意一点的长度为零.然后我们可以列出几
条公理（姑且称它们为公理）：对于任意 A,B ∈ X，都满足

1. 非负性：M(A) ⩾ 0.
2. 单调性：若 A ⊆ B，则M(A) ⩽M(B).
3. 可加性：若 A ∩B = ∅，则M(A ∪B) =M(A) +M(B).

若集合 A可通过平面上的正交变换（平面的正交变换即为平移、旋转、反射以及它们的乘积）变成了 B，则称

A和 B 全等或合同.我们规定，M(A) =M(B)当且仅当 A ∼= B.
由于任意一点的长度都是零，由可加性公理可知开区间 (a, b)的长度也是 b− a，半开半闭区间的长度亦然.

为了让整个实数轴也有长度，我们规定M 可以取到 +∞.
类似地，我们可以把面积看作是 2维实空间 R2（即实平面）的一个子集族X 到实数域 R的一个映射M .我

们首先规定一个邻边长分别为 a和 b的矩形 A的面积为 a · b, a, b ⩾ 0.这蕴含了线段的面积为零.以上的三条定
理可以“原封不动”地来刻画面积.依次下去，还可以进一步把长度、面积的概念推广到体积以及 n维 Euclid空
间 Rn中.事实上物理中的功 (work)，位移 (displacement)，冲量 (impulse)都满足以上三条公理，我们可以考虑用
一个统一的概念来描述它们，这就是测度 (measure).今后我们会专门研究这个主题.

8.1.2 Riemann积分的定义

对于任意多边形，我们总能分成若干个三角形从而容易求得其面积. 但对于曲边图形，这个方法就失效了，
因此我们定义了 Riemann积分.
下面我们讨论曲边梯形面积的求解. 设 f 是闭区间 [a, b] 上的连续函数. 我们要讨论的就是 x = a，x = b，

y = f(x)以及与 x轴围成的曲边梯形的面积.
我们采用“分割，近似求和，取极限”的方法来求解.下面给出分割的定义.

定义 8.1 (分割)
设闭区间 [a, b]上有 n− 1个点，依次为

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b,

它们把 [a, b]分成 n个小区间∆i = [xi−1, xi] , i = 1, 2, · · · , n.这些分点或这些闭子区间构成对闭区间 [a, b]

的一个分割，记为

T = {x0, x1, · · · , xn}或{∆1,∆2, · · · ,∆n}.

小区间 ∆i 的长度为 ∆xi = xi − xi−1，并记

‖T‖ := max
1⩽i⩽n

{∆xi},



8.1 Riemann积分的概念

♣称为分割 T 的模.

定义 8.2 (Riemann和)

♣

设 f 是定义在 [a, b] 上的一个函数. 对于 [a, b] 的一个分割 T = {∆1,∆2, · · · ,∆n}，任取点 ξi ∈ ∆i, i =

1, 2, · · · , n，并作和式
n∑

i=1

f(ξi)∆xi.

称此和式为函数 f 在 [a, b]上的一个 Riemann和 (Riemann sum).

显然 Riemann和既与分割 T 有关，又与所选取的点集 {ξi}有关.

定义 8.3 (Riemann积分)

♣

设 f 是定义在 J = [a, b]上的一个函数，I 是一个确定的实数.若对任意 ε > 0，总存在 δ > 0，使得对 [a, b]

上的任意分割 T，以及在其上任意选取的点集 {ξi}，当 ‖T‖ < δ时，有∣∣ n∑
i=1

f(ξi)∆xi − I
∣∣ < ε,

即

lim
∥T∥→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi = I

则称函数 f 在区间 [a, b]上 Riemann可积（在本章中也可称为可积）;数 I 称为 f 在 [a, b]上的 Riemann积
分或定积分，记作

I =

∫ b

a

f(x) dx.

其中 f 称为被积函数 (integrand)，f(x) dx称为积分表达式 (integrand expression)，a和 b分别称为积分下

限 (lower limit of integration)和积分上限 (upper limit of integration).

注由于 f 是定义在区间 J 上的，因此在 J 上的定积分也可以写成∫
J

f(x) dx.

注定积分的几何意义就是曲边梯形的面积，对于在 x轴上方的部分，面积取正值，在 x轴下方的部分，面积取

负值.对一般的非定号的函数 f，其定积分的定义记为积分区间上所以曲边梯形的正面积和负面积的代数和.
注要区分 Riemann积分定义的 ε − δ 语言和极限定义中 ε − δ 语言的差别.函数极限可以由 Heine归结原理从而
由数列极限刻画，而 Riemann积分的 ‖T‖趋于 0的过程是无法这样刻画的.这也是 Riemann积分比函数极限复
杂的地方.

命题 8.1 (Riemann积分的简单性质)
设函数 f 和 g在区间 [a, b]上 Riemann可积.

1. 保号性：若 f(x)非负，则 ∫ b

a

f(x) dx ⩾ 0.

2. 保序性：若 f(x) ⩾ g(x)，则 ∫ b

a

f(x) dx ⩾
∫ b

a

g(x) dx.
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8.2 Riemann可积条件

♠

3. 可加性：若 c ∈ (a, b)，且 f 在 [a, c] , [c, b]上 Riemann可积，则∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx.

4. 线性性： ∫ b

a

(λf(x) + g(x)) dx = λ

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx.

注后面我们将证明若函数 f 在 [a, b]都可积，则它在 [a, c] , [b, c]上都可积.因此性质 3的可积性条件是可以去掉
的.
注由性质 4可以看出，Riemann积分也是一个线性算子.

8.2 Riemann可积条件

8.2.1 Riemann可积的必要条件

定理 8.1

♥
若函数 f 在 [a, b]上可积，则 f 在 [a, b]上有界.

证明 用反证法.如果 f 在 [a, b]上无界，则对于闭区间 [a, b]的任何分割 T，函数 f 至少在一个分割区间 [xi−1, xi]

上无界.这表示，可以选出点 ξi ∈ [xi−1, xi]，使 |f(ξi)∆xi|取任意大的值.但这样一来，只要改变点 ξi 在这个区

间中的位置，就能使 Riemann和
n∑

i=1

f(ξi)∆xi 具有任意大的绝对值.

显然，由 Riemann积分的定义可知，Riemann和现在不可能具有有限的极限. ■
注该定理简述为“有界不一定可积，可积一定有界”（“可积”特指 Riemann可积）.有了这个 Riemann可积的
必要条件，我们下面只需研究有界函数即可.

8.2.2 Riemann可积的充要条件

定义 8.4 (Darboux和)

♣

设函数 f 在 [a, b]上有界.设 T = {∆i|i = 1, 2, · · · , n}为对 [a, b]的任一分割.则 f(x)在每个小区间 ∆i 上

有上、下确界，我们将 f(x)在每个小区间 ∆i 上的上确界记作Mi，下确界记作mi.令

S(T ) =

n∑
i=1

Mi∆xi, S(T ) =

n∑
i=1

mi∆xi.

我们把 S(T )和 S(T )分别称为 f 关于分割 T 的 Darboux上和 (upper Darboux sum)与 Darboux下和 (lower
Darboux sum)，简称上和与下和.

我们在函数的连续性章节的讨论中已经给出了振幅的定义（定义4.6），再此不再赘述.
接下来，我们来研究上和与下和.显然的，根据 Darboux和的定义，我们有

S(T ) ⩽
n∑

i=1

f(ξi)∆xi ⩽ S(T ).

类比数列（或函数）的上极限和下极限，我们可以推测上和与下和可能有以下结论：

1. 所以上和组成的集合有下界，从而有下确界；所以下和组成的集合有上界，从而有上确界.我们暂且把这
个下确界和上确界分别称为“上积分”与“下积分”.

2. 在某个过程中，下和单调递增且有上界，上和单调递减且有下界，因此它们都有极限，它们的极限恰好是
“上积分”和“下积分”.
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8.2 Riemann可积条件

3. 任何有界函数都存在“上积分”和“下积分”.函数 Riemann可积当且仅当它的“上积分”等于“下积分”.
下面考虑在分割 T 的基础上增加分割点，我们想知道在这过程中是否会发生我们预期的事情.先从最简单的

情况开始：在分割 T 上多加一个分割点 x′，它位于 [xi−1, xi]，这样就得到了一个新的分割 T ′，它有 n+ 2个分

割点.这时下和 S(T )与 S(T ′)的差别在于 S 中的mi∆xi 变成了

(x′ − xi−1) inf f([xi−1, x
′]) + (xi − x′) inf f([x′, xi]).

因此

S(T ′)− S(T ) = (x′ − xi−1) inf f([xi−1, x
′]) + (xi − x′) inf f([x′, xi])−mi∆xi.

容易知道

mi ⩽ inf f([xi−1, x
′]) ⩽Mi,

mi ⩽ inf f(([x′, xi]) ⩽Mi.

因此

S(T ′)− S(T ) ⩾ mi(x
′ − xi−1) +mi(xi − x′)−mi(xi − xi−1) = 0.

S(T ′)− S(T ) ⩽Mi(x
′ − xi−1) +Mi(xi − x′)−mi(xi − xi−1)

= (Mi −mi)∆xi = ωi∆xi

⩽ ω∆xi ⩽ ω‖T‖.

综上，我们得到

S(T ) ⩽ S(T ′) ⩽ S(T ) + ω‖T‖.

类似地可以得到

S(T ) ⩾ S(T ′) ⩾ S(T )− ω‖T‖.

用数学归纳法可以证明增加 k个分割点的情况.于是我们有以下命题.

命题 8.2 ()

♠

设函数 f(x)在区间 [a, b]上有界.给定 [a, b]的一个分割 T，在此基础上增加 k 个分割点，得到新的分割

T ′.若 f(x)在 [a, b]上的振幅为 ω，则

S(T ) ⩽ S(T ′) ⩽ S(T ) + kω‖T‖,

S(T ) ⩾ S(T ′) ⩾ S(T )− kω‖T‖.

注若分割 T 的所有分点都是 T ′ 的分点，则称 T ′ 比 T 更细，记作 T ′ ⩽ T .显然这样规定的“⩾”是一个偏序关
系，并不是任意两个分割都可以比较粗细.
注上述命题表明，在 T 上不断增加分割点的过程中，下和单调递增，上和单调递减.

命题 8.3

♠

对任意两个分割 T1 和 T2，总有

S(T1) ⩽ S(T2).

证明 令 T = T1 + T2，则由命题8.2.2可得

S(T1) ⩽ S(T ) ⩽ S(T ) ⩽ S(T2).

■
以上命题表明，在对 [a, b]所做的两个分割中，一个分割的下和总不大于另一个分割的上和.因此对所有分

割来说，所有下和有上界，从而有上确界；所有上和有下界，从而有下确界.这就证实了我们的第一个想法.于是
可以定义“上积分”和“下积分”

88



8.2 Riemann可积条件

定义 8.5 (Darboux积分)

♣

设函数 f 在区间 [a, b]上有界.
f 在 [a, b] 上所有 Darboux 上和组成的集合的下确界称为 f 在 [a, b] 上的 Darboux 上积分 (upper Darboux
integral)；
f 在 [a, b] 上所有 Darboux 下和组成的集合的上确界称为 f 在 [a, b] 上的 Darboux 下积分 (lower Darboux
integral)，
简称上积分与下积分，分别记作： ∫ b

a

f(x) dx := inf
T
S(T ),

∫ b

a

f(x) dx := sup
T
S(T ).

当 ∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx = I ∈ R

时，我们称 f 在 [a, b]上 Darboux可积 (Darboux integrable)，称 I 是 f 在 [a, b]上的 Darboux积分 (Darboux
integral).

注 Darboux积分是由法国数学家 Jean Gaston Darboux于 1875年提出的.
我们已经看到在 T 不断增加分割点的过程中，下和单调递增且有上界；上和单调递减且有下界. 因此当

‖T‖ → 0时上和与下和一定有极限，下面来证明它们的极限恰好是“上积分”与“下积分”.

定理 8.2 (Darboux定理)

♥

设函数 f 在区间 [a, b]上有界.作 [a, b]的一个分割 T，则

lim
∥T∥→0

S(T ) =

∫ b

a

f(x) dx,

lim
∥T∥→0

S(T ) =

∫ b

a

f(x) dx.

证明 只证明下积分的情况.把 f 在 [a, b]上的下积分记作 I .由下积分的定义可知对于任一 ε > 0，存在 [a, b]的

一个分割 T0，使得

S(T0) > I − ε

2
.

设 T0 一共有 l个分割点（不含 a, b），则对于 [a, b]的任一分割 T，当 ‖T‖ < ε

2lω + 1
时，由命题8.2.2可知

S(T ) ⩾ S(T0 + T ) ⩾ S(T0)− lω‖T‖ > I − ε

2
− lω · ε

2lω + 1
> I − ε

2
− ε

2
= l − ε.

因此

I − S(T ) < ε.

于是可知

lim
∥T∥→0

S(T ) =

∫ b

a

f(x) dx.

■
注由于 ω可能为 0，为了避免繁琐的分类讨论，此处用了“ω + 1”.
注以上定理也可作为上积分与下积分的定义.
类似于数列的上极限和下极限，可以得到一系列关于上积分和下积分的简单性质.
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8.2 Riemann可积条件

命题 8.4

♠

设函数 f(x)在区间 [a, b]上有界.则 ∫ b

a

f(x) dx ⩽
∫ b

a

f(x) dx.

命题 8.5 (保序性)

♠

设函数 f(x), g(x)在区间 [a, b]上有界.若 f(x ⩾ g(x)(∀x ∈ [a, b]))则∫ b

a

f(x) dx ⩾
∫ b

a

g(x) dx,∫ b

a

f(x) dx ⩾
∫ b

a

g(x) dx.

命题 8.6 (可加性)

♠

设函数 f(x)在区间 [a, b]上有界.若 c ∈ (a, b)，则∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx,∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx.

命题 8.7 (下积分的超可加性与上积分的次可加性)

♠

设函数 f(x), g(x)在区间 [a, b]上有界.则∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx ⩾
∫ b

a

[f(x) + g(x)] dx,∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx ⩽
∫ b

a

[f(x) + g(x)] dx,

命题 8.8

♠

设函数 f(x), g(x)在区间 [a, b]上有界.由于任一实数 c ⩾ 0有∫ b

a

cf(x) dx = c

∫ b

a

f(x) dx,

∫ b

a

cf(x) dx = c

∫ b

a

f(x) dx,

对于任一实数 c ⩽ 0都有∫ b

a

cf(x) dx = c

∫ b

a

f(x) dx,

∫ b

a

cf(x) dx = c

∫ b

a

f(x) dx.

现在终于可以来验证我们的第三个想法.

定理 8.3 (Riemann可积的充要条件)
设函数 f(x)在 [a, b]上有界，则以下 4个命题等价：

1. f(x)在 [a, b]上 Riemann可积.
2. 作分割 T = {∆i}(i = 1, 2, · · · , n).设 f(x)在 [xi−1, xi]上的振幅为 ωi.则

lim
∥T∥→0

n∑
i=1

ωi∆xi = 0.
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8.2 Riemann可积条件

♥

3. 对于任一 ε > 0都存在 [a, b]的一个分割 T 使得

S(T )− S(T ) < ε.

4. f(x)在 [a, b]上 Darboux可积.

证明

1. 证明 1 ⇒ 2.若 1成立，令 I =

∫ b

a

f(x) dx，则对于任一 ε > 0，存在 δ > 0使得当 ‖T‖ < δ时，无论 ξi在

[xi − 1, xi]中如何选取都有

I − ε

3
<

n∑
i=1

f(ξi)∆xi < I +
ε

3
.

因此

0 ⩽ S(T )− S(T ) ⩽ 2

3
ε < ε ⇐⇒ 0 ⩽

n∑
i=1

ωi∆xi ⩽
2

3
ε < ε.

于是可知

lim
∥T∥→0

n∑
i=1

ωi∆xi = 0.

2. 证明 2 ⇒ 3.若 2成立，则对于任一 ε > 0都存在一个 [a, b]的分割 T 使得
n∑

i=1

ωi∆xi = S(T )− S(T ) < ε.

3. 证明 3 ⇒ 4.若 3成立，则对于任一 ε > 0都有

0 ⩽
∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx ⩽ S(T )− S(T ) < ε.

令 ε→ 0得 ∫ b

a

f(x) =

∫ b

a

f(x) dx.

4. 证明 4 ⇒ 1.若 f(x)在 [a, b]上 Darboux可积，则∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.

故对于任一分割 T 都有

S(T ) ⩽
n∑

i=1

f(ξi)∆xi ⩽ S(T ).

令上式中的 ‖T‖ → 0，由 Darboux定理可知∫ b

a

f(x) dx = lim
∥T∥→0

S(T ) ⩽ lim
∥T∥→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi ⩽ lim
∥T∥→0

S(T ) =

∫ b

a

f(x) dx.

由迫敛性，极限 lim
∥T∥→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi 存在，于是可知 f(x)在 [a, b]上 Riemann可积. ■

以上定理表明，Riemann 积分和 Darboux 积分是等价的，它们分别从两个角度定义了同一种积分.Riemann
积分借鉴了极限的 ε − δ 语言，而 Darboux积分用了上极限和下极限的思想.Riemann积分的定义比较直观，但
Darboux积分的定义“更容易操作”，因此要判断一个函数是否Riemann可积，我们一般都是去判断它是否Darboux
可积.至此我们找到了 Riemann可积的两个充要条件.
例题 8.1判断 Dirichlet函数 D(x)在 [0, 1]上是否 Riemann可积.
解对于 [0, 1]的任一分割，由于分割内的任一小区间内都同时含有无理点和有理点，因此D(x)的任一上和都等
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8.2 Riemann可积条件

于 1，任一下和都等于 0.于是可知 ∫ b

a

D(x) dx = 1,

∫ b

a

D(x) dx = 0.

上积分与下积分不相等，故 D(x)不 Riemann可积. ■

8.2.3 Riemann可积的充分条件

定理 8.4

♥
若函数 f 在 [a, b]上单调，则 f 在 [a, b]上可积.

证明 只需考虑增函数的情况.若 f(a) = f(b)，则 f 为常值函数，显然可积.下设 f(a) < f(b).对 [a, b]的任一分

割 T，f 在 T 所属的每个小区间 ∆i 上的振幅为

ωi = f(xi)− f(xi−1),

于是有 ∑
T

ωi∆xi ⩽
n∑

i=1

[f(xi)− f(xi−1)] ‖T‖ = [f(b)− f(a)] ‖T‖.

由此可见，任给 ε > 0，只要 ‖T‖ ⩽ ε

f(b)− f(a)
，就有∑
T

ωi∆xi < ε,

所以 f 在 [a, b]上可积. ■

定理 8.5

♥
若函数 f 在 [a, b]上连续，则 f 在 [a, b]上可积.

证明 f 在闭区间 [a, b]上连续，则它在 [a, b]上一致连续.对 ∀ε > 0, ∃δ > 0，对任意 x1, x2 ∈ [a, b]，当 |x1−x2| < δ

时，有

|f(x1)− f(x2)| <
ε

b− a
.

由于连续函数必有最大、最小值，不妨设 f(si) =Mi = sup
∆i

f(x), f(ti) = inf
∆i

f(x), si, ti ∈ [xi−1, xi]，则

n∑
i=1

ωi∆xi =

n∑
i=1

[f(si)− f(ti)]∆xi ⩽
ε

b− a

n∑
i=1

∆xi = ε.

所以 f 在 [a, b]上可积. ■

定理 8.6

♥
若函数 f 在区间 [a, b]上有有限个间断点，则 f 在 [a, b]上 Riemann可积.

证明 不失一般性，我们只需证明 f 在 [a, b]上仅有一个间断点的情形，并假设该间断点是端点 b.
对任意 ε > 0，取 δ′满足 0 < δ′ < ε

2(M−m)，且 δ′ < b− a，其中M 与m分别为 f 在 [a, b]上的上确界和下

确界.若M = m，则 f 是常值函数，显然可积.下设M > m，记 f 在小区间 ∆′ = [b− δ′, b]上的振幅为 ω′，则

ω′δ′ < (M −m) · ε

2(M −m)
=
vare

2
.

因为 f 在 [a, b− δ′]上连续，因此 Riemann可积.存在 [a, b− δ′]的某个分割 T ′，使得∑
T ′

ωi∆xi <
ε

2
.
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8.2 Riemann可积条件

则 T = T ′ ∪∆′ 是对 [a, b]的一个分割，对于 T，有∑
T

ωi∆xi =
∑
T ′

ωi∆xi + ω′δ′ <
ε

2
+
ε

2
= ε.

所以 f 在 [a, b]上可积. ■
由上述定理我们会想这样一个问题：间断点增加到什么时候函数就会不可积？这个临界状态在哪里？也就

是说我们想要弄清函数的间断点的多少与函数是否可积的联系.
为了刻画集合中点的多少，我们引入以下概念.

定义 8.6 (零测度集)

♣

设集合 E ⊆ R，对 ∀ε > 0，集合 E 可以被至多可数个开区间集合 {Ik}覆盖，且这些开区间的长度之和
∞∑
k=1

|Ik| ⩽ ε,

则称集合 E 具有零测度或者称集合 E 是零测度集 (null set)，简称零测集.

以下的结论是显然的.

命题 8.9

♠空集是零测集.

命题 8.10

♠零测集的子集也是零测集.

命题 8.11

♠设集合 A是至多可数的，则 A是一个零测集.

证明 不失一般性，设 A为可数集，设

A = {a1, a2, · · · , an, · · · }.

对于任意给定的 ε > 0，令

In = (an − ε

2n+1
, an +

ε

2n+1
), n = 1, 2, · · · .

显然 {In}是 A的一个开覆盖.由于
∞∑

n=1

|In| =
∞∑

n=1

2 · ε

2n+1
= ε

∞∑
n=1

1

2n
= ε.

则由零测集定义可知 A是一个零测集.
注需要注意，可数集一定是零测集，但不可数集也可能是零测集.后续我们在《实分析》中将进一步研究.

命题 8.12

♠长度不为零的区间都不是零测集.

证明 不妨设开区间 (a, b), (a < b)，若 {In}是 (a, b)的一个开覆盖，则
∑∞

n=1 |In| ⩾ b− a > 0因此 (a, b)不是一

个零测集. ■

命题 8.13

♠至多可数个零测集的并集仍是零测集.

证明 设 E =
⋃
n

En 是数目至多可数的零测集 En 的并集.对于每个 En，我们根据 ε > 0构造集合 En 的覆盖
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8.2 Riemann可积条件

{In,k}使
∑
k

|In,k| <
ε

2
.

因为数目至多可数的可数集的并集也是至多可数集，所以开区间 In,k(n, k ∈ N+)组成集合 E 的至多可数覆

盖，并且 ∑
n,k

|In,k| <
ε

2
+

ε

22
+ · · ·+ ε

2n
+ · · · = ε.

在
∑

n,k |In,k|中，由于级数收敛，所以求和是顺序是无关紧要的.上述级数的任何部分和以 ε为上界，因而收敛.
这就证得了 E 是零测集. ■
用零测集的观点可以给出 Riemann可积的充要条件.

定理 8.7 (Lebesgue-Vitali定理)

♥

设函数 f 在区间 [a, b]上有界，则 f 在 [a, b]上 Riemann可积当且仅当 f 在 [a, b]上的不连续点组成的集合

是一个零测集.

证明 对 [a, b]作分割：

T : a = x0 < x1 < · · · < xm = b.

(i)证明必要性.由命题4.2可知

D(f) =

∞⋃
n=1

D1/n.

若证明了对于任一 δ > 0，Dδ 都是零测集，则 D1, D1/2, · · · 都是零测集，也就证明了 D(f)是一个零测集.
设 f 在 [a, b]上 Riemann可积，由 Riemann可积的充要条件可知，对于任一 ε > 0，都有

n∑
i=1

ωi∆xi <
εδ

2
.

设 x ∈ Dδ .若 x不是 x0, x1, · · · , xm中的任意一个，则存在 i ∈ {1, 2, · · · ,m}使得 x ∈ (xi−1, xi)，因此存在 r使

得 U(x; r) ⊆ (xi−1, xi).设 f 在 (xi−1, xi)上的振幅为 ωi，则

ωi ⩾ ω [U(x; r)] ⩾ ω(x) ⩾ δ.

令

Λ = {i|Dδ ∩ (xi−1, xi) 6= ∅, i = 1, 2, · · · ,m}.

于是
εδ

2
>

n∑
i=1

ωi∆xi ⩾
∑
i∈Λ

ωi∆xi ⩾ δ
∑
i∈Λ

∆xi.⇒
∑
i∈Λ

∆xi <
ε

2
.

由于

Dδ ⊆

[⋃
i∈Λ

(xi−1, xi)

]
∪ {x0, x1, · · · , xm}.

因此

Dδ ⊆

[⋃
i∈Λ

(xi−1, xi)

]
∪

[
m⋃
i=0

(xi −
ε

4(m+ 1)
, xi +

ε

4(m+ 1)
)

]
.

由于 ∑
i∈Λ

∆xi + (m+ 1)
2ε

4(m+ 1)
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

这表明 Dδ 是一个零测集.
(ii)证明充分性.设 D(f)是一个零测集，则对于任一 ε > 0都存在 D(f)的开覆盖 {(αi, βi)|i = 1, 2, · · · }满
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足
∞∑
i=1

(βi − αi) <
ε

2ω
.

其中 ω是 f 在 [a, b]上的振幅.令

K = [a, b]

∖ ∞⋃
i=1

(αi, βi).

由命题4.3可知，对于前面给定的 ε，存在 δ > 0使得当 x ∈ K, y ∈ [a, b]且 |x− y| < δ时

|f(x)− f(y)| < ε

4(b− a)
.

取分割 T 满足 ‖T‖ < δ.令

Λ1 = {i|K ∩ (xi−1, xi) 6= ∅, i = 1, 2, · · · ,m}, Λ2 = {i|K ∩ (xi−1, xi) = ∅, i = 1, 2, · · · ,m}.

则
n∑

i=1

ωi∆xi =
∑
i∈Λ1

ωi∆xi +
∑
i∈Λ2

ωi∆xi.

先来看
∑
i∈Λ1

ωi∆xi 的情况.由于

ωi = sup{|f(z1)− f(z2)| : z1, z2 ∈ [xi−1, xi]}

⩽ sup{|f(z1)− f(yi)|+ |f(z2)− f(yi)| : z1, z2 ∈ [xi−1, xi] , yi ∈ K ∩ (xi−1, xi)}

⩽ ε

2(b− a)
.

因此 ∑
i∈Λ1

ωi∆xi <
ε

2(b− a)
(b− a) =

ε

2
.

再看
∑
i∈Λ2

ωi∆xi 的情况.由于 ωi ⩽ ω，故

∑
i∈Λ2

ωi∆xi ⩽
∑
i∈Λ2

∆xi.

显然 ⋃
i∈Λ2

(xi−1, xi) ⊆
∞⋃
i=1

(αi, βi).

故进一步有 ∑
i∈Λ2

∆xi ⩽
∞∑
i=1

(βi − αi) <
ε

2ω
.

于是 ∑
i∈Λ2

ωi∆xi < ω
ε

2ω
=
ε

2
.

于是可知
n∑

i=1

ωi∆xi =
∑
i∈Λ1

ωi∆xi +
∑
i∈Λ2

ωi∆xi <
ε

2
+
ε

2
= ε.

由 Riemann可积的充要条件可知 f 在 [a, b]上 Riemann可积. ■
注 1907年法国数学家 Henri Lebesgue与意大利数学家 Giuseppe Vitali同时独立证明了以上定理.
注设零测集 E0 ⊆ E，P 是关于 E中元素的命题，若对 ∀x ∈ E\E0，命题 P 成立，那么我们说命题 P 在 E上几

乎处处 (almost everywhere)成立.以上定理就可以说成：有界函数 f 在 [a, b]上 Riemann可积的充要条件是 f 在

[a, b]上几乎处处连续.
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8.2 Riemann可积条件

在 Lebesgue定理之下，可以立刻得到一系列关于可积性的结论.

推论 8.1

♥
设函数 f 在 [a, b]上有界.若 f 在 [a, b]上只有至多可数个间断点，则 f 在 [a, b]上 Riemann可积.

推论 8.2

♥
设函数 f 在 [a, b]上 Riemann可积，则 |f |也在 [a, b]上 Riemann可积.

推论 8.3

♥
设函数 f 和 g在 [a, b]上 Riemann可积，则 fg也在 [a, b]上 Riemann可积.

推论 8.4

♥
设函数 f 在 [a, b]上 Riemann可积.若 1/f 在 [a, b]上有定义且有界，则 1/f 也在 [a, b]上 Riemann可积.

推论 8.5

♥
设函数 f 在 [a, b]上 Riemann可积，若 [a1, b1] ⊆ [a, b]，则 f 在 [a1, b1]上 Riemann可积.

推论 8.6

♥
设函数 f 在 [a, b]和 [b, c]上都 Riemann可积，则 f(x)在 [a, c]上 Riemann可积.

推论 8.7

♥

设函数 f 在 [a, b]上 Riemann可积.若函数 g 在 [a, b]上除去有限个点 x1, x2, · · · , xn 之外与 f 相等，则 g

也在 [a, b]上 Riemann可积.且 ∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

g(x) dx.

证明 令 h = f − g.则 h除 x1, x2, · · · , xn之外的函数值都等于零.因此D(h) ⊆ {x1, x2, · · · , xn}.因此D(h)是一

个零测集.由 Lebesgue定理可知 h在 [a, b]上 Riemann可积.因此 g也在 [a, b]上 Riemann可积.容易知道∫ b

a

h(x) dx = 0.

于是可知 ∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

g(x) dx.

■

推论 8.8

♥单调函数的不连续点集一定是零测集.

下面来考察 Thomae函数的 Riemann积分.
例题 8.2设函数 T 满足

T (x) =


1, x = 0

1

q
, x =

p

q

0, x ∈ R\Q

其中 q > 0, p, q ∈ Z+ 且 (p, q) = 1.则 T 在任一有限区间 [a, b]上都 Riemann可积，且∫ b

a

T (x) dx = 0.
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证明 易知函数 T 在任一无理点都连续，在任一有理点都不连续，因此D(T ) = Q是一个零测集.由 Lebesgue定
理可知 T 在任一有限闭区间都 Riemann可积.由 Riemann可积的定义可知∫ b

a

T (x) dx = 0.

■

命题 8.14

♠
设函数 f 在 [a, b]上连续，g在 [c, d]上可积.若 g([c, d]) ⊆ [a, b]，则 f ◦ g在 [c, d]上 Riemann可积.

证明 设 C = [c, d] \D(g)，则 f ◦ g 在 C 上连续.因此 D(f ◦ g)也是一个零测集.由 Lebesgue定理可知 f ◦ g 在
[c, d]上 Riemann可积. ■
注若把 f 在 [a, b]上连续改成 f 在 [a, b]上 Riemann可积，则结论不成立.举例说明：设

f(x) =

0, x = 0

1, x 6= 0
T (x) =


1, x = 0

1

q
, x =

p

q

0, x ∈ R\Q

显然 f 和 T 都在 R的任一有限闭区间上 Riemann可积.而

f(T (x)) =

1, x ∈ Q

0, x ∈ R\Q

这是 Dirichlet函数，它在 R的任一有限闭区间上都不 Riemann可积.

8.3 积分基本定理
本节主要介绍两个积分中值定理和微积分学基本定理.

定理 8.8 (积分第一中值定理)

♥

若 f 在 [a, b]上连续，则至少存在一点 ξ ∈ [a, b]使得∫ b

a

f(x) dx = f(ξ)(b− a).

证明 由于 f 在 [a, b]上连续，因此存在最大值M 和最小值m.由

m ⩽ f(x) ⩽M, x ∈ [a, b] ,

使用积分不等式性质得

m(b− a) ⩽
∫ b

a

f(x) dx ⩽M(b− a),

即

m ⩽ 1

b− a

∫ b

a

f(x) dx ⩽M.

由连续函数的介值定理可知，至少存在一点 ξ ∈ [a, b]，使得

f(ξ) =
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx,

即 ∫ b

a

f(x) dx = f(ξ)(b− a).

■
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注
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx可以理解为 f(x)在区间 [a, b]上所有函数值的平均值.这是通常有限个数的算术平均值的推

广.

定理 8.9 (推广的积分第一中值定理)

♥

若 f 和 g都在 [a, b]上连续，且 g(x)在 [a, b]上不变号，则至少存在一点 ξ ∈ [a, b]，使得∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x) dx.

证明 不妨设 g(x) ⩾ 0, x ∈ [a, b].这时有

mg(x) ⩽ f(x)g(x) ⩽Mg(x), x ∈ [a, b] ,

其中M,m分别为 f 在 [a, b]上的最大、最小值.由定积分的不等式性质，得到

m

∫ b

a

g(x) dx ⩽
∫ b

a

f(x)g(x) dx ⩽M

∫ b

a

g(x) dx.

若

∫ b

a

g(x) dx = 0，则

∫ b

a

f(x)g(x) dx = 0，从而对任何 ξ ∈ [a, b]，结论都成立.

若

∫ b

a

g(x) dx > 0，则

m ⩽

∫ b

a

f(x)g(x) dx∫ b

a

g(x) dx

⩽M.

由连续函数的介值性，必至少存在一点 ξ ∈ [a, b]，使得

f(ξ) =

∫ b

a

f(x)g(x) dx∫ b

a

g(x) dx

.

■

定义 8.7 (变限积分)

♣

设 f 在 [a, b]上可积，则对任何 x ∈ [a, b]，f 在 [a, x]上也可积.设

Φ(x) =

∫ x

a

f(t) dt, x ∈ [a, b] .

它是一个以积分上限 x为自变量的函数，称为变上限的定积分.类似地，我们可定义变下限的定积分：

Ψ(x) =

∫ b

x

f(t) dt, x ∈ [a, b] .

Φ和 Ψ统称为变限积分.

由于 ∫ b

x

f(t) dt = −
∫ x

a

f(t) dt,

因此下面只讨论变上限积分的情形.

定理 8.10

♥
若 f 在 [a, b]上可积，则上面的 Φ(x)在 [a, b]上连续.

证明 对 [a, b]上任一确定的点 x，只要 x+∆x ∈ [a, b]，则

∆Φ =

∫ x+∆x

a

f(t) dt−
∫ x

a

f(t) dt =

∫ x+∆x

x

f(t) dt.
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因 f 在 [a, b]上有界，设 |f(t)| ⩽M, t ∈ [a, b].当 ∆x > 0时，有

|∆Φ| =
∣∣ ∫ x+∆x

x

f(t) dt
∣∣ ⩽ ∫ x+∆x

x

|f(t)| dt ⩽M∆x.

当 ∆x < 0时，有 |∆Φ| ⩽M |∆x|.由此得到
lim

∆x→0
∆Φ = 0.

即 Φ在点 x处连续，由 x的任意性可知 Φ在 [a, b]上处处连续. ■

定理 8.11 (微积分学基本定理)

♥

若 f 在 [a, b]上连续，则 Φ(x)在 [a, b]上处处可导，且

Φ′(x) =
d

dx

∫ x

a

f(t) dt = f(x), x ∈ [a, b] .

证明 对 [a, b]上任一确定的 x，当 ∆x 6= 0且 x+∆x ∈ [a, b]时，由积分第一中值定理，有

∆Φ

∆x
=

1

∆x
=

1

∆x

∫ x+∆x

x

f(t) dt = f(x+ θx), 0 ⩽ θ ⩽ 1.

由于 f 在点 x连续，故有

Φ′(x) = lim
∆x→0

∆Φ

∆x
= lim

∆x→0
f(x+ θ∆x) = f(x).

由 x在 [a, b]上的任意性，证得 Φ是 f 在 [a, b]上的一个原函数. ■
注本定理沟通了导数和定积分这两个从表面看似不相干的概念之间的内在联系；同时也证明了“连续函数必有

原函数”这一基本结论，并以积分形式给出了 f 的一个原函数.可见该定理的重要意义.

定理 8.12 (积分第二中值定理)

♥

设函数 f 在 [a, b]上可积.
1. 若函数 g在 [a, b]上减，且 g(x) ⩾ 0，则存在 ξ ∈ [a, b]，使得∫ b

a

f(x)g(x) dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x) dx.

2. 若函数 g在 [a, b]上增，且 g(x) ⩽ 0，则存在 η ∈ [a, b]，使得∫ b

a

f(x)g(x) dx = g(b)

∫ b

η

f(x) dx.

证明 只需证 1，类似地可证 2.设
F (x) =

∫ x

a

f(t) dt, x ∈ [a, b] .

由于 f 在 [a, b]上可积，因此 f 有界，设 |f(x)| ⩽ L.且有 F (x)在 [a, b]上连续，从而存在最大值M 和最小值m.
由于可积函数是连续的，所以下面只需证明

m ⩽ 1

g(a)

∫ b

a

f(x)g(x) dx ⩽M.

即证

mg(a) ⩽
∫ b

a

f(x)g(x) dx ⩽Mg(a).

由于 g(x)是单调的，因此必可积，对任意 ε > 0，存在分割 T : a = x0 < x1 < · · · < xn = b，使
n∑

i=1

ωi∆xi <
ε

L
.
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8.4 Riemann积分的计算∫ b

a

f(x)g(x) dx =

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

f(x)g(x) dx

=

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

[g(x)− g(xi−1)] f(x) dx+

n∑
i=1

g(xi−1)

∫ xi

xi−1

f(x) dx

⩽
n∑

i=1

∫ xi

xi−1

|g(x)− g(xi−1)| · |f(x)| dx+

n∑
i=1

g(xi−1) [F (xi)− F (xi−1)]

⩽ L ·
n∑

i=1

ωi∆xi +

n−1∑
i=1

F (xi) [g(xi−1)− g(xi)] + F (b)g(xn−1)

< L · ε
L

+M

n−1∑
i=1

[g(xi−1)− g(xi)] +Mg(xn−1)

= ε+Mg(a).

同理，有 ∫ b

a

f(x)g(x) dx > −ε+mg(a).

结合两式，

−ε+mg(a) <

∫ b

a

f(x)g(x) dx < Mg(a) + ε.

令 ε→ 0，得

mg(a) ⩽
∫ b

a

f(x)g(x) dx ⩽Mg(a).

■

推论 8.9

♥

设函数 f 在 [a, b]上可积.若 g为单调函数，则存在 ξ ∈ [a, b]，使得∫ b

a

f(x)g(x) dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x) dx+ g(b)

∫ b

ξ

f(x) dx.

证明 只需证 g 为递减的情况，递增的情况可类似证明.设 h(x) = g(x) − g(b)，则 h为非负、递减函数.由积分
第二中值定理，存在 ξ ∈ [a, b]，使得 ∫ b

a

f(x)h(x) dx = h(a)

∫ ξ

a

f(x) dx.

又 ∫ b

a

f(x)h(x) dx =

∫ b

a

f(x)g(x) dx− g(b)

∫ b

a

f(x) dx.

化简即得结论. ■
注积分第二中值定理及其推论是今后建立反常积分收敛判别法的工具.

8.4 Riemann积分的计算

定理 8.13 (Newton-Leibnitz公式)

♥

若函数 f 在 [a, b]上 Riemann可积，且存在原函数 F，若 F 在 [a, b]上连续，则∫ b

a

f(x) dx = F (b) = F (a).

上式称为 Newton-Leibnitz公式.
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8.5 Taylor公式的积分型余项

证明 把 [a, b]作 n等分

a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

由 Lagrange中值定理可知，存在 ξi ∈ (xi−1, xi)(i = 1, 2, · · · , n)满足

F (b)− F (a) =

n∑
i=1

[F (xi)− F (xi−1)] =

n∑
i=1

F ′(ξ)(xi − xi−1) =

n∑
i=1

f(ξi)∆xi.

由于 f(x)在 [a, b]上 Riemann可积，因此令上式的 n→ ∞得

F (b)− F (a) = lim
n→∞

n∑
i=1

f(ξi)∆xi =

∫ b

a

f(x) dx.

■
注用微积分学基本定理也可以很容易地证明 Newton-Leibnitz公式，在此不再赘述.
对原函数的存在性有了正确的认识，就能顺利地把不定积分的换元积分法和分部积分法移植到定积分计算

中来.

定理 8.14 (换元积分法)

♥

若函数 f 在 [a, b]上连续，φ′ 在 [α, β]上可积，且满足

φ(α) = a, φ(β) = b, φ([α, β]) ⊆ [a, b] ,

则有定积分换元公式： ∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f(φ(t))φ′(t) dt.

证明 由于 f 在 [a, b]上连续，因此其原函数存在.设 F 为 f 在 [a, b]上的一个原函数，则

d

dt

(
F (φ(t))

)
= f(φ(t))φ′(t).

又 φ′(t)在 [α, β]上可积，由 Newton-Leibnitz公式，有∫ β

α

f(φ(t))φ′(t) dt = F (φ(β))− F (φ(α)) = F (b)− F (a) =

∫ b

a

f(x) dx.

■

定理 8.15 (分部积分法)

♥

若 u(x), v(x)为 [a, b]上的可微函数，且 u′(x)和 v′(x)都在 [a, b]上可积，则有定积分分部积分公式：∫ b

a

u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)

∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a

u′(x)v(x) dx.

证明 ∫ b

a

u(x)v′(x) dx+

∫ b

a

u′(x)v(x) dx =

∫ b

a

[u(x)v′(x) + v(x)u′(x)] dx = u(x)v(x)

∣∣∣∣b
a

.

■
注为方便，分部积分公式也可写成∫ b

a

u(x) dv(x) = u(x)v(x)

∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a

v(x) du(x).

8.5 Taylor公式的积分型余项
由前面的学习中我们知道，设 Rn(x)是 Taylor公式的余项，则 f(x)在 x0 处的 Taylor公式为

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x)

k!
(x− x0)

k +Rn(x).
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8.5 Taylor公式的积分型余项

我们已经从定性和定量的角度分别介绍了 Peano型余项和 Lagrange型余项，下面我们从积分的角度给出积分型
余项和 Cauchy型余项.
先给出一个引理，这是求积分型余项的基础.

引理 8.1 (推广的分部积分公式)

♥

设函数 u(x), v(x)在 [a, b]上有 n+ 1阶连续导函数，则∫ b

a

u(x)v(n+1)(x) dx =
[
u(x)v(n)(x)− u′(x)v(n−1)(x) + · · ·+ (−1)nu(n)(x)v(x)

]b
a
+

(−1)n+1

∫ b

a

u(n+1)(x)v(x) dx (n = 1, 2, · · · ).

该引理可由数学归纳法证明.
设函数 f 在 x0 的某邻域 U(x0)上有 n+ 1阶连续导函数.对 x ∈ U(x0), t ∈ [x0, x] (或 [x, x0])，利用推广的

分部积分公式，有 ∫ x

x0

(x− t)nf (n+1)(t) dt

=
[
(x− t)nf (n)(t) + n(x− t)(n−1)(t) + · · ·+ n!f(t)

]x
x0

+

∫ x

x0

0 · f(t) dt

= n!f(x)− n!

[
f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

]
= n!Rn(x).

其中 Rn(x)即为 Taylor公式的积分型余项.求得

Rn(x) =
1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)(x− t)n dt.

由于 f (n+1)(t)连续，(x− t)n在 [x0, x] (或 [x, x0])上保持同号，因此由推广的积分第一中值定理，可将积分

型余项写作

Rn(x) =
1

n!
f (n+1)(ξ)

∫ x

x0

(x− t)n dt =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)(x− x0)

n+1, ξ = x0 + θ(x− x0), 0 ⩽ θ ⩽ 1.

这就是以前所熟悉的 Lagrange型余项.

如果直接对积分型余项应用积分第一中值定理，则

Rn(x) =
1

n!
f (x+1)(ξ)(x− ξ)n(x− x0), ξ = x0 + θ(x− x0), 0 ⩽ θ ⩽ 1.

=
1

n!
f (x+1)(ξ) [x− x0 − θ(x− x0)

n] (x− x0)

=
1

n!
f (x+1)(x0 + θ(x− x0))(1− θ)n(x− x0)

n+1

特别当 x0 = 0时，有

Rn(x) =
1

n!
f (n+1)(θx)(1− θ)nxn+1, 0 ⩽ θ ⩽ 1.

我们将上述两式称为 Taylor公式的 Cauchy型余项.各种形式的 Taylor公式余项将在幂级数中显示它们的功用.
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第 9章 反常积分

在讨论 Riemann积分时有两个最基本的限制：积分区间的有穷性和被积函数的有界性.但在很多实际问题中
要突破这些限制，考虑无穷区间上的积分或无界函数的积分，这便是本章的主题.

9.1 反常积分概念
第一类，我们考虑无穷区间上的积分.

定义 9.1 (无穷积分)

♣

设函数 f 定义在无穷区间 [a,+∞)上，且在任何有限区间 [a, u]上可积.如果存在极限

lim
u→+∞

∫ u

a

f(x) dx = J,

则称此极限 J 为函数 f 在 [a,+∞)上的无穷限反常积分（简称无穷积分），记作

J =

∫ +∞

a

f(x) dx,

并称

∫ +∞

a

f(x) dx收敛.如果极限不存在，则称
∫ +∞

a

f(x) dx发散.

类似地，可定义 f 在 (−∞, b]上的无穷积分：∫ b

−∞
f(x) dx = lim

u→−∞

∫ b

u

f(x) dx.

对于 f 在 (−∞,+∞)上的无穷积分，用前面两种积分来定义：∫ +∞

−∞
f(x) dx =

∫ a

−∞
f(x) dx+

∫ +∞

a

f(x) dx, a ∈ R.

当且仅当等号右边两个无穷积分都收敛时它才是收敛的.
可以根据函数极限的性质与定积分的性质，导出无穷积分的一些相应性质.

命题 9.1

♠

对于任意 i = 1, 2, · · · , n，若
∫ +∞

a

fi(x) dx都收敛，ki 是任意常数，则

∫ +∞

a

n∑
i=1

kifi(x) dx也收敛，且

∫ +∞

a

n∑
i=1

kifi(x) dx =

n∑
i=1

ki

∫ +∞

a

fi(x) dx.

命题 9.2

♠

若 f 在任何有限区间 [a, u]上可积，a < b，则

∫ +∞

a

f(x) dx与

∫ +∞

b

f(x) dx同敛态，且有∫ +∞

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ +∞

b

f(x) dx.

其中右边第一项为 Riemann积分.

第二类，我们考虑无界函数的积分.



9.2 无穷积分的敛散判别

定义 9.2 (瑕积分)

♣

设函数 f 定义在区间 (a, b]上，在点 a的任一右邻域上无界，但在任何内闭区间 [u, b] ⊂ (a, b]上有界且可

积.如果存在极限

lim
u→a+

∫ b

u

f(x) dx = J,

则称此极限为无界函数 f 在 (a, b]上的反常积分，记作

J =

∫ b

a

f(x) dx,

其中，f 在 a近旁是无界的，这时我们称 a为 f 的瑕点，无界函数的反常积分又称为瑕积分.

类似地，可定义瑕点为 b时的瑕积分：∫ b

a

f(x) dx = lim
u→b−

∫ u

a

f(x) dx.

若 f 的瑕点 c ∈ (a, b)，则定义瑕积分∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx = lim
u→c−

f(x) dx+ lim
u→c+

f(x) dx

当且仅当等号右边两个瑕积分都收敛时它才是收敛的.
若 a, b两点都是 f 的瑕点，而 f 在任何 [u, v] ∈ (a, b)上可积，这时定义瑕积分∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx = lim
u→a+

∫ c

u

f(x) dx+ lim
v→b−

∫ v

c

f(x) dx.

其中 c为 (a, b)上任一实数.当且仅当等号右边两个瑕积分都收敛时它才是收敛的.
同样可以根据函数极限的性质与定积分的性质，导出瑕积分的一些相应性质.

命题 9.3

♠

对于任意 i = 1, 2, · · · , n，设函数 fi 的瑕点都是 x = a，ki 为常数，则当瑕积分

∫ b

a

fi(x) dx 都收敛时，∫ b

a

n∑
i=1

kifi(x) dx必定收敛，且

∫ b

a

n∑
i=1

kifi(x) dx =

n∑
i=1

ki

∫ b

a

fi(x) dx.

命题 9.4

♠

设函数 f 的瑕点为 x = a，c ∈ (a, b)为任一常数.则瑕积分
∫ b

a

f(x) dx与
∫ c

a
f(x) dx同敛态，并有∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx.

其中等号右边第二项为 Riemann积分.

9.2 无穷积分的敛散判别

9.2.1 无穷积分收敛的 Cauchy准则

由定义可知，无穷积分

∫ +∞

a

f(x) dx收敛与否，取决于函数 F (u) =

∫ u

a

f(x) dx在 u→ +∞时是否存在极

限.因此可由函数极限的 Cauchy准则导出无穷积分收敛的 Cauchy准则.
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9.2 无穷积分的敛散判别

定理 9.1 (无穷积分收敛的 Cauchy准则)

♥

无穷积分收敛的充要条件是：任给 ε > 0，存在 G ⩾ a，只要 u1, u2 > G，便有∣∣∣∣ ∫ u2

a

f(x) dx−
∫ u1

a

f(x) dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫ u2

u1

f(x) dx

∣∣∣∣ < ε.

命题 9.5

♠

若 f 在任何有限区间 [a, u]上可积，且有

∫ +∞

a

|f(x)| dx收敛，则
∫ +∞

a

f(x) dx亦必收敛，并有∣∣∣∣ ∫ +∞

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ +∞

a

|f(x)| dx.

证明 由

∫ +∞

a

|f(x)| dx收敛，根据 Cauchy准则（必要性），任给 ε > 0，存在 G ⩾ a，当 u2 > u1 > G时，总有∣∣∣∣ ∫ u2

u1

|f(x)| dx
∣∣∣∣ = ∫ u2

u1

|f(x)| dx < ε.

利用定积分的绝对值不等式，又有 ∣∣∣∣ ∫ u2

u1

f(x) dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ u2

u1

|f(x)| dx < ε.

再由 Cauchy准则（充分性），证得
∫ +∞

a

f(x) dx收敛.

又因为

∣∣∣∣ ∫ u

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ u

a

|f(x)| dx (u > a)，令 u→ +∞，得∣∣∣∣ ∫ +∞

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ +∞

a

|f(x)| dx.

■
注当

∫ +∞

a

|f(x)| dx收敛时，称
∫ +∞

a

f(x) dx为绝对收敛.由上述命题我们知道，绝对收敛的无穷积分，其自

身也一定收敛.但是，收敛的无穷积分不一定绝对收敛.我们称收敛而不绝对收敛者为条件收敛.

9.2.2 非负函数无穷积分敛散判别

定理 9.2 (比较原则)

♥

设定义在 [a,+∞)上的两个非负函数 f 和 g都在任何有限区间 [a, u]上可积，且满足

f(x) ⩽ g(x), x ∈ [a,+∞) ,

则

(i)当
∫ +∞

a

g(x) dx收敛时，

∫ +∞

a

f(x) dx必收敛；

(ii)当
∫ +∞

a

f(x) dx发散时，

∫ +∞

a

g(x) dx必发散.

证明 只需证明 (i).由于
∫ u

a

g(x) dx关于上界 u是单调递增的，因此

∫ +∞

a

g(x) dx收敛的充要条件是

∫ u

a

g(x) dx

在 [a,+∞)上存在上界M .
由 f(x) ⩽ g(x)且 f, g非负，有 ∫ u

a

f(x) dx ⩽
∫ u

a

g(x) dx ⩽M.

因此

∫ +∞

a

f(x) dx收敛. ■
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9.2 无穷积分的敛散判别

推论 9.1 (比较原则的极限形式)

♥

若 f 和 g 都在任何有限区间 [a, u]上可积，当 x ∈ [a,+∞)时，f(x) ⩾ 0, g(x) > 0，且 lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= c，

则有：

(i)当 0 < c < +∞时，
∫ +∞

a

f(x) dx与

∫ +∞

a

g(x) dx同敛态；

(ii)当 c = 0时，由

∫ +∞

a

g(x) dx收敛可推知

∫ +∞

a

f(x) dx也收敛；

(iii)当 c = +∞时，由
∫ +∞

a

g(x) dx发散可推知

∫ +∞

a

f(x) dx也发散.

特别地，如果选用

∫ +∞

a

dx

xp
作为比较对象，则有下面的 Cauchy判别法及其极限形式.

推论 9.2 (Cauchy判别法)

♥

设 f 定义于 [a,+∞) (a > 0)，且在任何有限区间 [a, u]上可积，则有：

(i)当 0 ⩽ f(x) ⩽ 1

xp
, x ∈ [a,+∞)，且 p > 1时，

∫ +∞

a

f(x) dx收敛；

(ii)当 f(x) ⩾ 1

xp
, x ∈ [a,+∞)，且 p ⩽ 1时，

∫ +∞

a

f(x) dx发散.

推论 9.3 (Cauchy判别法的极限形式)

♥

设 f 是定义于 [a,+∞)上的非负函数，在任何有限区间 [a, u]上可积，且

lim
x→+∞

xpf(x) = λ.

则有

(i)当 p > 1, 0 ⩽ λ < +∞时，
∫ +∞

a

f(x) dx收敛；

(ii)当 p ⩽ 1, 0 < λ ⩽ +∞时，
∫ +∞

a

f(x) dx发散.

9.2.3 一般无穷积分的敛散判别法

定理 9.3 (Dirichlet判别法)

♥

若 F (u) =

∫ u

a

f(x) dx 在 [a,+∞) 上有界，g(x) 在 [a,+∞) 上当 x → +∞ 时单调趋于 0，则∫ +∞

a

f(x)g(x) dx收敛.

证明 设

∣∣∣∣ ∫ u

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ⩽M, u ∈ [a,+∞).任给 ε > 0，由于 lim
x→+∞

g(x) = 0，因此存在 G ⩾ a，当 x > G时，有

|g(x)| < ε

4M
.

又因为 g是单调函数，由积分第二中值定理的推论，对于任何 u2 > u1 > G，存在 ξ ∈ [u1, u2]，使得∫ u2

u1

f(x)g(x) dx = g(u1)

∫ ξ

u1

f(x) dx+ g(u2)

∫ u2

ξ

f(x) dx.
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9.3 瑕积分的敛散判别

于是有 ∣∣∣∣ ∫ u2

u1

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣ ⩽ |g(u1)| ·
∣∣∣∣ ∫ ξ

u1

f(x) dx

∣∣∣∣+ |g(u2)| ·
∣∣∣∣ ∫ u2

ξ

f(x) dx

∣∣∣∣
= |g(u1)| ·

∣∣∣∣ ∫ ξ

a

f(x) dx−
∫ a

u1

f(x) dx

∣∣∣∣+ |g(u2)| ·
∣∣∣∣ ∫ u2

a

f(x) dx−
∫ ξ

a

f(x) dx

∣∣∣∣
<

ε

4M
· 2M +

ε

4M
· 2M = ε.

根据 Cauchy准则，证得
∫ +∞

a

f(x)g(x) dx收敛. ■

定理 9.4 (Abel判别法)

♥
若

∫ +∞

a

f(x) dx收敛，g(x)在 [a,+∞)上单调有界，则

∫ +∞

a

f(x)g(x) dx收敛.

证明 由于

∫ +∞

a

f(x) dx收敛，即 lim
u→+∞

∫ u

a

f(x) dx存在，则

∫ u

a

f(x) dx在 [0,+∞)上有界，又 g(x)在 [a,+∞)

上单调有界，则必有极限.设 lim
x→+∞

g(x) = a，即有

lim
x→+∞

[g(x)− a] = 0.

由 Dirichlet判别法知，
∫ +∞

a

f(x) [g(x)− a] dx收敛，即∫ +∞

a

[f(x)g(x)− af(x)] dx =

∫ +∞

a

f(x)g(x) dx− a

∫ +∞

a

f(x) dx.

由于

∫ +∞

a

f(x) dx收敛，故

∫ +∞

a

f(x)g(x) dx收敛. ■

注上述证明利用了 Dirichlet判别法，当然，这里也可利用积分第二中值定理证明，在此不再赘述.

9.3 瑕积分的敛散判别
瑕积分与无穷积分的敛散判别法相类似，我们只是给出陈述，不再加以证明.

9.3.1 瑕积分收敛的 Cauchy准则

定理 9.5 (瑕积分收敛的 Cauchy准则)

♥

瑕积分

∫ b

a

f(x) dx（瑕点为 a）收敛的充要条件是：任给 ε > 0，存在 δ > 0，只要 u1, u2 ∈ (a, a+ δ)，总有∣∣∣∣ ∫ b

u1

f(x) dx−
∫ b

u2

f(x) dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫ u2

u1

f(x) dx

∣∣∣∣ < ε.

命题 9.6

♠

设函数 f 的瑕点为 a，f 在 (a, b]的任一内闭区间 [u, b]上可积.则当
∫ b

a

|f(x)| dx收敛时，
∫ b

a

f(x) dx也

必定收敛，并有 ∣∣∣∣ ∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ b

a

|f(x)| dx.

注同样地，当

∫ b

a

|f(x)| dx收敛时，称
∫ b

a

f(x) dx为绝对收敛，称收敛而不绝对收敛者为条件收敛.
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9.3 瑕积分的敛散判别

9.3.2 非负函数瑕积分敛散判别

定理 9.6 (比较原则)

♥

设定义在 (a, b]上的两个非负函数 f 和 g瑕点都为 a，在任何区间 [u, b] ⊂ (a, b]上都可积，且满足

f(x) ⩽ g(x), x ∈ (a, b] ,

则有：

(i)当
∫ b

a

g(x) dx收敛时，

∫ b

a

f(x) dx必收敛；

(ii)当
∫ b

a

f(x) dx发散时，

∫ b

a

g(x) dx必发散.

推论 9.4 (比较原则的极限形式)

♥

f(x) ⩾ 0, g(x) > 0，且 lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= c时，有：

(i)当 0 < c < +∞时，
∫ b

a

f(x) dx与

∫ b

a

g(x) dx同敛态；

(ii)当 c = 0时，由

∫ b

a

g(x) dx收敛可推知

∫ b

a

f(x) dx也收敛；

(iii)当 c = +∞时，由
∫ b

a

g(x) dx发散可推知

∫ b

a

f(x) dx也发散.

特别地，如果选用

∫ +∞

a

dx

(x− a)p
作为比较对象，则有下面的 Cauchy判别法及其极限形式.

推论 9.5 (Cauchy判别法)

♥

设 f 定义于 (a, b]上，且在任何区间 [u, b] ⊂ (a, b]上可积，则有：

(i)当 0 ⩽ f(x) ⩽ 1

(x− a)p
，且 0 < p < 1时，

∫ b

a

f(x) dx收敛；

(ii)当 f(x) ⩾ 1

(x− a)p
，且 p ⩾ 1时，

∫ b

a

f(x) dx发散.

推论 9.6 (Cauchy判别法的极限形式)

♥

设 f 是定义于 (a, b]上的非负函数，a是其瑕点，且在任何区间 [u, b] ⊂ (a, b]上可积，若

lim
x→a+

(x− a)pf(x) = λ.

则有

(i)当 0 < p < 1, 0 ⩽ λ < +∞时，
∫ b

a

f(x) dx收敛；

(ii)当 p ⩾ 1, 0 < λ ⩽ +∞时，
∫ b

a

f(x) dx发散.

9.3.3 一般瑕积分的敛散判别法

定理 9.7 (Dirichlet判别法)

♥

设 a为 f(x)的瑕点，函数 F (u) =

∫ b

a

f(x) dx在 (a, b]上有界，函数 g(x)在 (a, b]上单调且 lim
x→a+

g(x) = 0，

则瑕积分

∫ b

a

f(x)g(x) dx收敛.
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9.3 瑕积分的敛散判别

定理 9.8 (Abel判别法)

♥

设 a是 f(x)的瑕点，瑕积分

∫ b

a

f(x) dx发散，函数 g(x)在 (a, b]上单调且有界，则瑕积分

∫ b

a

f(x)g(x) dx

收敛.
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第二部分

级数



第 10章 数项级数

10.1 基本概念

定义 10.1 (数项级数)

♣

给定一个数列 {un}，对它的各项依次用“+”号连接起来的表达式

u1 + u2 + · · ·+ un + · · ·

称为常数项无穷级数或数项级数（也常简称级数），其中 {un}称为数项级数的通项或一般项.

记作
∞∑

n=1

un 或简单记作
∑
un.

级数的前 n项之和记作

Sn =

n∑
k=1

uk = u1 + u2 + · · ·+ un,

称为数项级数的第 n个部分和，简称部分和.

定义 10.2 (收敛与发散)

♣

若数项级数的部分和数列 {Sn}收敛于 S，即 lim
n→∞

Sn = S，则称数项级数收敛，称 S为数项级数的和，记

作

S =
∑

un.

若 {Sn}是发散数列，则称数项级数发散.

例题 10.1讨论几何级数
∞∑
k=0

aqi (a 6= 0)

的敛散性.
解 q 6= 1时，级数的部分和

Sn = a+ aq + · · ·+ aqn−1 = a · 1− qn

1− q
.

因此，

(1) 当 |q| < 1时， lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

a · 1− qn

1− q
=

a

1− q
. 此时级数收敛，其和为

a

1− q
.

(2) 当 |q| > 1时， lim
n→∞

Sn = ∞，级数发散.
(3) 当 q = 1时，Sn = na，级数发散.
(4) 当 q = −1时，S2k = 0, S2k+1 = a, k = 1, 2, · · ·，级数发散.
综上所述，|q| < 1时级数收敛，|q| ⩾ 1时级数发散.
例题 10.2设 p级数

∞∑
n=1

1

np
,

当 p > 1时级数收敛，当 p ⩽ 1时级数发散，特别地，当 p = 1时称它为调和级数.
依级数收敛和发散的定义，我们得到了第一个用来判别级数敛散的方法. 即求出级数的部分和数列，判断部

分和数列的敛散性进而直接推出级数的敛散性. 然而，很多情况下我们是无法求出级数的部分和的，那么我们就
需要其他的判别敛散性的方法.

由于级数的敛散性由它的部分和数列确定，因而可以把级数看作部分和数列的另一种表现形式. 反之，任给



10.1 基本概念

数列 {an}，我们也可以把它看作某一数项级数的部分和数列，我们就有
∞∑

n=1

un = a1 + (a2 − a1) + · · ·+ (an − an−1) + · · · .

这时 {an}与级数
∑
un 同敛态. 基于级数和数列的这种关系，我们有下列一些定理.

定理 10.1 (Cauchy准则)

♥

∑
un 收敛的充要条件是：任给 ε > 0，总存在正整数 N，使得当m > N 时，对任意的正整数 p，都有

|Sm+p − Sm| < ε

或

|um+1 + um+2 + · · ·+ um+p| < ε.

由此可见，一个级数是否收敛与级数前面有限项的取值无关.
此外，我们立即可得下述推论.

推论 10.1

♥
若
∑
un 收敛，则 lim

n→∞
un = 0.

注此推论只是级数收敛的必要条件而非充分条件，即 un → 0并不能推出级数收敛.

定理 10.2

♥

若级数
∑
un 和

∑
vn 都收敛，则对任意常数 c, d，级数

∑
(cun + dvn)也收敛，且∑

(cun + dvn) = c
∑

un + d
∑

vn

定理 10.3

♥去掉、增加或改变级数的有限个项并不改变级数的敛散性.

由此定理知道，若级数
∑
un 收敛，其和为 S，则级数

un+1 + un+2 + · · ·

也收敛，且其和 Rn = S − Sn. 称为级数
∑
un的第 n个余项（或简称余项），表示以部分和 Sn代替 S时产生的

误差.

定理 10.4

♥在收敛级数的项中任意加括号，既不改变级数的收敛性，也不改变它的和.

证明 设
∑
un 为收敛级数，其和为 S. 记

v1 = u1 + · · ·+ un1 ,

v2 = un1+1 + · · ·+ un2
,

一般地，

vk = unk−1+1 + · · ·+ unk
,

现在证明
∑
un 加括号后的级数

∞∑
k=1

(unk−1+1 + · · ·+ unk
) =

∞∑
k=1

vk

也收敛，且其和也是 S.
事实上，设 {Sn}为收敛级数

∑
un 的部分和数列，则级数

∑
vk 的部分和数列 {Snk

}是 {Sn}的一个子列.
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10.2 正项级数

由于 {Sn}收敛，且 lim
n→∞

Sn = S. 故由子列性质，{Snk
}也收敛，且 lim

k→∞
Snk

= S，即级数
∑
vk 收敛，且它的

和也等于 S. ■
注若级数加括号后收敛，并不能说明原级数也收敛. 若级数存在一种使得该级数发散的加括号的方式，则原级
数发散.

10.2 正项级数

定义 10.3 (正项级数)

♣各项都是由非负数组成的级数称为正项级数.

注实际上，un = 0的项不影响级数的敛散性，在判别正项级数敛散性时可自然排除.

10.2.1 一般判别原则

定理 10.5

♥
正项级数

∑
un收敛的充要条件是：部分和数列 {Sn}有界. 即存在某正数M，对一切正整数 n有 Sn < M .

证明 正项级数的每一项都是非负的，因此 {Sn}是递增的，由单调有界收敛定理可知 {Sn}收敛，故
∑
un 收

敛. ■

定理 10.6 (比较原则)

♥

设
∑
un 和

∑
vn 是两个正项级数，如果存在某正数 N，对一切 n > N 都有

un ⩽ vn,

则

(1) 若
∑
vn 收敛，则

∑
un 也收敛；

(2) 若
∑
un 发散，则

∑
vn 也发散.

证明 只需证明 (1).因为改变级数的有限项并不会影响原级数的敛散性，不妨设 un ⩽ vn对一切正整数 n都成立.
记 S′

n 和 S′′
n 分别为

∑
un 和

∑
vn 的部分和，则

S′
n ⩽ S′′

n,

若
∑
vn收敛，则对一切 n，有 S′

n ⩽ lim
n→∞

S′′
n，即正项级数

∑
un的部分和数列 {S′

n}有界，故
∑
un收敛. 由于

(2)是 (1)的逆否命题，自然成立. ■

推论 10.2 (比较原则的极限形式)

♥

设
∑
un 和

∑
vn 是两个正项级数，若

lim
n→∞

un
vn

= l,

则

(1) 当 0 < l < +∞时，
∑
un 和

∑
vn 同敛态；

(2) 当 l = 0时，由
∑
vn 收敛可推知

∑
un 也收敛；

(3) 当 l = +∞时，由
∑
vn 发散可推知

∑
un 也发散.

证明 当 0 < l < +∞时，对任意正数 ε < l，存在某正数 N，当 n > N 时，有∣∣∣∣unvn − l

∣∣∣∣ < ε,
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10.2 正项级数

即

(l − ε)vn < un < (l + ε). (10.1)

由比较原则可得
∑
un 和

∑
vn 具有相同的敛散性.

当 l = 0时，由 10.1式右半部分及比较原则得：若
∑
vn 收敛，则

∑
un 也收敛.

当 l = +∞时，即对任意正数M，存在正数 N，当 n > N 时，都有
un
vn

> M,

即 un > Mvn. 由比较原则得，若
∑
vn 发散，则

∑
un 也发散. ■

有了上述定理，判断级数的敛散性问题就可以转化为判断它的一个同阶无穷小的敛散性.

10.2.2 比式判别法和根式判别法

根据比较原则，可以利用已知收敛或者发散级数作为比较对象来判别其他级数的敛散性. 下面我们介绍的判
别法是以等比级数作为比较对象而得到的.

定理 10.7 (D’Alembert比式判别法)

♥

设
∑
un 为正项级数，且存在某正整数 N0 及常数 q (0 < q < 1)，对一切 n > N0，

(1) 若
un+1

un
⩽ q，则级数

∑
un 收敛.

(2) 若
un+1

un
⩾ 1，则级数

∑
un 发散.

证明 (1)不妨设对一切 n ⩾ 1都有
un+1

un
⩽ q

成立，于是有
u2
u1

⩽ q,
u3
u2

⩽ q, · · · , un
un−1

⩽ q, · · · .

左右分别相乘，得
u2
u1

· u3
u2

· · · · · un
un−1

⩽ qn−1,

即

un ⩽ u1q
n−1.

当 0 < q < 1时，等比级数
∞∑

n=1
qn−1 收敛，根据比较原则可知

∑
un 收敛.

(2)当 n > N0 时有
un+1

un
⩾ 1

成立，则 un+1 ⩾ un ⩾ uN0
，于是当 n→ ∞时，un的极限不可能为零. 由 Cauchy收敛准则的推论可知

∑
un发

散. ■

推论 10.3 (D’Alembert判别法的极限形式)

♥

若
∑
un 为正项级数，且

lim
n→∞

un+1

un
= q,

则

(1) 当 q < 1时，级数
∑
un 收敛；

(2) 当 q >!或 q = +∞时，级数
∑
un 发散；

(3) 当 q = 1时，无法判断级数
∑
un 的敛散性.
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证明 对取定的正数 ε =
1

2
|1− q|，存在正数 N，当 n > N 时，都有

q − ε <
un+1

un
< q + ε.

当 q < 1时，
un+1

un
< q + ε =

1

2
(1 + q) < 1，故级数

∑
un 收敛.

当 q > 1时，
un+1

un
q − ε =

1

2
(1 + q) > 1，故级数

∑
un 发散.

当 q = +∞时，存在 N，当 n > N 时有
un+1

un
> 1,

从而 lim
n→∞

un 6= 0，所以级数
∑
un 发散.

当 q = 1时，分别取 un =
1

n
和 un =

1

n2
，前者发散而后者收敛，故并不能以此判别敛散性. ■

如果上述
un+1

un
的极限不存在，则可应用上、下极限来判别.

推论 10.4

♥

设
∑
un 为正项级数.

(1) 若 lim
n→∞

un+1

un
= Q < 1，则级数收敛；

(2) 若 lim
n→∞

un+1

un
= q > 1，则级数发散.

(3) 若 Q = 1或 q = 1或 q < 1 < Q，则无法判断其敛散性.

定理 10.8 (Cauchy根式判别法)

♥

设
∑
un 为正项级数，且存在某正数 N0 及正常数 l，对一切 N0，

(1) 若 n
√
un ⩽ l < 1，则级数

∑
un 收敛；

(2) 若 n
√
un ⩾ 1，则级数

∑
un 发散.

(3) 若 n
√
un = 1，则无法判断级数

∑
un 的敛散性.

证明 对 (1)中的不等式变形，得
un ⩽ ln.

因为等比级数
∑
ln 在 0 < l < 1时收敛，故由比较原则，这时级数

∑
un 也收敛.

对 (2)中的不等式变形，得
un ⩾ 1n = 1.

当 n→ ∞时，显然 un 不可能以零为极限，因此级数
∑
un 是发散的.

(3)中，与 D’Alembert判别法极限形式的证明一样，考虑
1

n
和

1

n2
. ■

推论 10.5 (Cauchy判别法的极限形式)

♥

设
∑
un 为正项级数，且

lim
n→∞

n
√
un = l,

则

(1) 当 l < 1时，级数
∑
un 收敛；

(2) 当 l > 1时，级数
∑
un 发散.

(3) 当 l = 1时，无法判断其敛散性.

证明 当取 ε < |1− l|时，存在某正数 N，对一切 n > N，有

l − ε < n
√
un < l + ε.
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10.2 正项级数

于是由 Cauchy判别法即得. ■
如果上述 n

√
un 的极限不存在，则可根据根式 n

√
un 的上极限来判断.

推论 10.6

♥

设
∑
un 为正项级数，且

lim
n→∞

n
√
un = l,

则

(1) 当 l < 1时级数收敛；

(2) 当 l > 1时级数发散；

(3) 当 l = 1时无法判断其敛散性.

10.2.3 Raabe判别法

比式判别法和根式判别法只适用于来判断通项收敛速度比某一等比级数快的级数，如果级数的收敛速度较

慢，它们就无能为力了. 我们设法找到收敛速度更慢的级数作为标准. 这就有了 Raabe判别法.

定理 10.9 (Raabe判别法)

♥

设
∑
un 为正项级数，且存在某正整数 N0 及常数 r，

(1) 若对一切 n > N0，成立不等式

n

(
1− un+1

un

)
⩾ r > 1,

则级数
∑
un 收敛；

(2) 若对一切 n > N0，成立不等式

n

(
1− un+1

un

)
⩽ 1,

则级数
∑
un 发散.

证明

(1) 由 n
(
1− un+1

un

)
⩾ r可得

un+1

un
< 1− r

n
. 选 p使 1 < p < r. 由于

lim
n→∞

1−
(
1− 1

n

)r
r
n

= lim
x→0

1− (1− x)p

rx
= lim

x→0

p(1− x)p−1

r
=
p

r
< 1,

因此，存在正数 N，使对任意 n > N，

r

n
> 1−

(
1− 1

n

)p

.

这样
un+1

un
< 1−

[
1−

(
1− 1

n

)r]
=

(
1− 1

n

)p

=

(
n− 1

n

)p

.

于是，当 n > N 时就有

un+1 =
un+1

un
· un
un−1

· · · · · uN+1

uN
· uN

⩽
(
n− 1

n

)p(
n− 2

n− 1

)p

· · · · ·
(
N − 1

N

)p

· uN

=
(N − 1)p

np
· uN .

当 p > 1时，
∑

1
n2 收敛，故级数

∑
un 是收敛的.
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10.3 一般项级数

(2) 由 n

(
1− un+1

un

)
⩽ 1可得

un+1

un
⩾ 1− 1

n
= n−1

n ，于是

un+1 =
un+1

un
· un
un−1

· · · · · u3
u2

· u2

>
n− 1

n
· n− 2

n− 1
· · · · · 1

2
· u2

=
1

n
· u2.

因为
∑

1
n 是发散的，故

∑
un 是发散的. ■

推论 10.7 (Raabe判别法的极限形式)

♥

设
∑
un 为正项级数，且极限

lim
n→∞

n

(
1− un+1

un

)
= r

存在，则

1. 当 r > 1时，级数
∑
un 收敛；

2. 当 r < 1时，级数
∑
un 发散.

Raabe判别法判别的范围比比式判别法和根式判别法更广泛，但也有其无法判别的情况，如 r = 1时. 没有
收敛得最慢的收敛级数，因此任何判别法只能判别一部分级数，当然我们可以继续建立比 Raabe判别法更精细
的判别法，这个过程是无限的.

10.2.4 积分判别法

积分判别法是利用非负函数的单调性和积分性质，并以反常积分为比较对象来判别正项级数的敛散性.

定理 10.10

♥

设 f 为 [1,+∞)上的减函数，则级数
∞∑

n=1

f(n)收敛的充分必要条件是反常积分

∫ +∞

1

f(x) dx收敛.

证明 必要性 设
∞∑

n=1

f(n)收敛，其和为 S，则 lim
n→∞

f(n) = 0. 又因为 f 为 [1,+∞)上的减函数，所以 f(x) ⩾ 0，

从而
∞∑

n=1

f(n)为正项级数. 于是对任意正整数m，有

∫ m

1

f(x) dx =

m∑
n=2

∫ n

n−1

f(x) dx ⩽
m−1∑
n=1

f(n) ⩽
∞∑

n=1

f(n) = S.

由 f 是非负的减函数，故对任何正数 A，有

0 ⩽
∫ A

1

f(x) dx ⩽
∫ m+1

1

f(x) dx ⩽
m∑

n=1

f(n) ⩽ S, m < A ⩽ m+ 1.

根据比较原则，可知

∫ ∞

1

f(x)收敛.

充分性 设

∫ ∞

1

f(x)收敛，则 lim
n→+∞

f(x) = 0. 又因为 f 是减函数，因此它是非负的减函数，
∞∑

n=1

f(n)是

正项级数. 因此对任意正整数m，有
m∑

n=1

f(n) = f(1) +

m∑
n=2

f(n) ⩽ f(1) +

∫ m

1

f(x) dx ⩽ f(1) +

∫ +∞

1

f(x) dx.

因此级数
∞∑

n=1

f(n)收敛. ■
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10.3 一般项级数

10.3 一般项级数
这里只讨论某些特殊类型的级数的收敛性问题.

10.3.1 交错级数

定义交错级数为各项正负相间的级数. 对于交错级数，我们有 Leibnitz判别法.

定理 10.11 (Leibnitz判别法)

♥

设交错级数

u1 − u2 + u3 − u4 + · · ·+ (−1)n+1un + · · · (un > 0, n = 1, 2, · · · ),

如果它满足下面条件 (Leibnitz条件)
1. 数列 {un}单调递减；
2. lim

n→∞
un = 0，

则交错级数收敛.

证明 考察交错级数的部分和数列 {Sn}，它的奇数项和偶数项分别为

S2m−1 = u1 − (u2 − u3)− · · · − (u2m−2 − u2m−1),

S2m = (u1 − u2) + (u3 − u4) + · · ·+ (u2m−1 − u2m).

由条件 (1)，上述两式中各个括号内的数都是非负的，从而数列 {S2m−1}是递减的，而数列 {S2n}是递增的，又
由条件 (2)知道

0 < S2m−1 − S2m = u2m → 0 (m→ ∞),

从而 {[S2m, S2m−1]}是一个区间套. 由区间套定理，存在唯一的一个数 S，使得

lim
m→∞

S2m−1 = lim
m→∞

S2m = S.

所以数列 {Sn}收敛，即交错级数收敛. ■

推论 10.8

♥

若交错级数满足 Leibnitz条件，则级数的余项估计式为

|Rn| ⩽ un+1.

10.3.2 绝对收敛级数及其性质

定义 10.4 (绝对收敛级数)

♣
若级数

∑
un 各项的绝对值组成的级数

∑
|un|收敛，则称级数

∑
un 为绝对收敛级数.

定理 10.12

♥绝对收敛级数一定收敛.

证明 由于级数
∑

|un|收敛，由 Cauchy收敛准则，对任意 ε > 0，存在 N > 0，对m > N 和任意正整数 r，有

|um+1|+ |um+2|+ · · ·+ |um+r| < ε.

而

|um+1 + um+2 + · · ·+ um+r| ⩽ |um+1|+ |um+2|+ · · ·+ |um+r| < ε,

因此由 Cauchy收敛准则可知
∑
un 收敛.
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10.3 一般项级数

因此，判别一个级数是否收敛，我们可以先判别它是否绝对收敛，这时只需判断其各项绝对值组成的级数

的敛散性，也就转化为了判断正项级数的敛散性问题. 但是，一个级数收敛并不能推出它是绝对收敛的. 我们有
以下定义.

定义 10.5 (条件收敛级数)

♣
如果级数

∑
un 收敛而

∑
|un|不收敛，则称

∑
un 为条件收敛级数.

至此，全体收敛的级数可以分为绝对收敛级数和条件收敛级数两大类.
下面讨论绝对收敛级数的两个重要性质.
我们先来介绍级数的重排.

定义 10.6 (重排)

♣

我们把正整数列 {1, 2, · · · , n, · · · }到它自身的一一映射 f : n→ k(n)称为正整数列的重排，相应地对于数

列 {un}按映射 F : un → ukn 所得到的数列 {uk(n)}称为原数列的重排. 相应于此，我们也称级数
∑
uk(n)

是级数
∑
un 的重排.

定理 10.13

♥
设级数

∑
un 绝对收敛，其和为 S，则任意重排后所得到的级数

∑
uk(n) 也绝对收敛，且有相同的和数.

证明 为叙述方便，记 vn = uk(n). 先假设
∑
un是正项级数，用Sn表示它的第n个部分和. 以 σm = v1+· · ·+vm表

示级数
∑
vn的第m个部分和. 因为

∑
vn是

∑
un的重排，所以每一 vk (1 ⩽ k ⩽ m)都等于某一 uik (1 ⩽ k ⩽ m).

记

n = max{i1, i2, · · · , im},

则对任何m，都存在 n，使 σm ⩽ Sn.
由于 lim

n→∞
Sn = S，所以对任何正整数m都有 σm ⩽ S，即得

∑
vn 收敛，且其和 σ ⩽ S.

同理，级数
∑
un 也可看作

∑
vn 的重排，所以也有 S ⩽ σ，从而推得 σ = S.

若
∑
un为一般项级数且绝对收敛，则

∑
|un|是收敛的正项级数. 由上述证明即得

∑
|vn|也收敛，即

∑
vn

是绝对收敛的.
下面证明

∑
vn 的和也等于 S. 令

pn =
|un|+ un

2
, qn =

|un| − un
2

.

当 un ⩾ 0时，pn = un ⩾ 0，qn = 0；当 un < 0时，pn = 0，qn = |un| = −un > 0. 从而有

0 ⩽ pn ⩽ |un|, 0 ⩽ qn ⩽ |un|,

pn + qn = |un|, pn − qn = un.

因为
∑
un 绝对收敛，由上式可知

∑
pn,

∑
qn 都是收敛的正项级数. 因此

S =
∑

un =
∑

pn −
∑

qn.

对于重排后的级数
∑
vn，也可同理表示为两个收敛的正项级数之差∑

vn =
∑

p′n −
∑

q′n,

其中
∑
p′n 和

∑
q′n 分别是级数

∑
pn 和

∑
qn 的重排，前面已经证明收敛的正项级数重排后，它的和不变，从

而有 ∑
vn =

∑
p′n −

∑
q′n =

∑
pn −

∑
qn = S.

■
注由条件收敛级数重排后得到的新级数，即使收敛，也不一定收敛于原来的和数. 而且条件收敛级数适当重排

119



10.3 一般项级数

后，可得到发散级数，或收敛于任何事先指定的数.
我们再来介绍级数的乘积.
设有两个收敛级数 ∑

un = A,
∑

vn = B.

可以将上述两个级数中的每一项所有可能的乘积列成下表.

u1v1 u1v2 u1v3 · · · u1vn · · ·
u2v1 u2v2 u2v3 · · · u2vn · · ·
u3v1 u3v2 u3v3 · · · u3vn · · ·

...
...

...
...

unv1 unv2 unv3 · · · unvn · · ·
...

...
...

...

这些乘积 uivj 可以按各种方法排成不同的级数.比如按正方形顺序依次相加，得到

u1v1 + u1v2 + u2v2 + u2v1 + u1v3 + u2v3 + u3v3 + u3v2 + u3v1 + · · · ,

按对角线顺序依次相加，得到

u1v1 + u1v2 + u2v1 + u1v3 + u2v2 + u3v1 + · · · .

定理 10.14 (Cauchy定理)

♥

若级数
∑
un和级数

∑
vn都绝对收敛，且

∑
|un| = A，

∑
|vn| = B，则这两个级数的每一项所有可能的

乘积按任意顺序排列得到的级数
∑
wn 也绝对收敛，且其和等于 AB.

证明 以 Sn 表示级数
∑

|wn|的部分和，即

Sn = |w1|+ |w2|+ · · ·+ |wn|,

其中 wk = uik + vjk (k = 1, 2, · · · , n)，记

m = max{i1, j1, i2, j2, · · · , in, jn},

Am = |u1|+ |u2|+ · · ·+ |um|,

Bm = |v1|+ |v2|+ · · ·+ |vm|,

则必有

Sn ⩽ AmBm.

级数
∑
un和

∑
vn都绝对收敛，因此部分和数列 An和 Bn都是有界的，所以 {Sn}是有界的，从而级数

∑
wn

绝对收敛.
由于绝对收敛级数具有可重排的性质，也就是说级数的和与采用哪一种排列的次序无关. 为方便求和，采取

按正方形顺序求和并对各被加项加括号，即

u1v1 + (u1v2 + u2v2 + u2v1) + (u1v3 + u2v3 + u3v3 + u3v2 + u3v1) + · · · ,

把每一括号作为一项，得到新的级数∑
pn = p1 + p2 + p3 + · · ·+ pn + · · · ,

它与级数
∑
wn 同时收敛且和数相同. 现以 Pn 表示级数

∑
pn 的部分和，它与级数

∑
un 与

∑
vn 的部分和 An

与 Bn 有如下关系式：

Pn = AnBn.
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10.3 一般项级数

从而有

lim
n→∞

Pn = lim
n→∞

AnBn = lim
n→∞

An lim
n→∞

Bn = AB.

■

10.3.3 Abel判别法和 Dirichlet判别法

我们先介绍一个公式.

引理 10.1 (分部求和公式，Abel变换)

♥

设 εi, vi (i = 1, 2, · · · , n)为两组实数，若令

σk = v1 + v2 + · · ·+ vk (k = 1, 2, · · · , n),

则有如下分部求和公式成立：
n∑

i=1

εivi = (ε1 − ε2)σ1 + (ε2 − ε3)σ2 + · · ·+ (εn−1 − εn)σn−1 + εnσn.

即
n∑

i=1

εivi =

n−1∑
i=1

(εi − εi+1)σi + εnσn.

证明 将右边展开即得. ■

引理 10.2 (Abel引理)

♥

若

(1) ε1, ε2, · · · , εn 是单调数组；
(2) 对任一正整数 k (1 ⩽ k ⩽ n)有 |σk| ⩽ A (这里 σk = v1 + · · ·+ vk)，
则记 ε = max

k
{|εk|}，有 ∣∣∣∣∣

n∑
k=1

εkvk

∣∣∣∣∣ ⩽ 3εA.

证明 由 (1)可知
εi − εi+1 (i = 1, 2, · · · , n− 1)

都是同号的. 于是由分部求和公式以及条件 (2)推得∣∣∣∣∣
n∑

i=1

εkvk

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

(εi − εi+1)σi + εnσn

∣∣∣∣∣
⩽ A

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

(εi − εi+1)

∣∣∣∣∣+A|εn|

= A|ε1 − εn|+A|εn|

⩽ A(|ε1|+ 2|εn|)

⩽ 3εA.

■
下面讨论级数 ∑

anbn = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn

敛散性的判别法.

121



10.3 一般项级数

定理 10.15 (Abel判别法)

♥
若 {an}为单调有界数列，且级数

∑
bn 收敛，则级数

∑
anbn 收敛.

证明
∑
bn 收敛，由 Cauchy准则，对任意 ε > 0，存在 N > 0，使当 n > N 时对任一正整数 p，都有∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

bk

∣∣∣∣∣ < ε.

又由于数列 {an}有界，所以存在M > 0，使 |an| ⩽M，则由 Abel引理可得∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

akbk

∣∣∣∣∣ ⩽ 3Mε.

所以级数
∑
anbn 收敛. ■

定理 10.16 (Dirichlet判别法)

♥
若数列 {an}单调， lim

n→∞
an = 0，且级数

∑
bn 的部分和数列有界，则级数

∑
anbn 收敛.

证明 由 {an}单调收敛，则对任意 n ∈ Z+，有 an ⩽ A. 又因为
∑
bn 的部分和数列有界，即存在M > 0，使∣∣∣∣∣

n∑
k=1

bk

∣∣∣∣∣ ⩽M.

由 Abel引理，有 ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akbk

∣∣∣∣∣ ⩽ 3AM.

所以级数
∑
anbn 收敛. ■
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第 11章 函数列与函数项级数

前面我们用收敛数列或数项级数来表示或定义一个数. 本章将讨论怎样用函数列或函数项级数来表示或定
义一个函数，并研究这个函数的性质.

11.1 一致收敛性

11.1.1 函数列及其一致收敛性

定义 11.1 (函数列)

♣

设

f1, f2, · · · , fn, · · ·

是一列定义在同一数集 E 上的函数，称为定义在 E 上的函数列. 也记作

{fn}或 fn, n = 1, 2, · · · .

定义 11.2 (函数列极限)

♣

对每一固定的 x ∈ D，任给 ε > 0，恒存在 N(ε, x) > 0，使得当 n > N 时，总有

|fn(x)− f(x)| < ε,

则称函数列 fn(x)在数集 D上收敛，记作

lim
n→∞

fn(x) = f(x), x ∈ D

或

fn(x) → f(x), (n→ ∞) x ∈ D.

称 x是 {fn}的收敛点，f(x)为函数列 {fn}的极限函数.
使函数列 {fn}收敛的全体收敛点的集合，称为函数列 {fn}的收敛域.

对于函数列，我们不仅要讨论它在哪些点上收敛，而更重要的是要研究极限函数所具有的解析性质. 比如能
否由函数列的每项的连续性判断出极限函数的连续性. 又如极限函数的导数或积分，是否分别是函数列每项导数
或积分的极限. 我们涉及到换序问题. 只要求函数列在数集 D 上收敛是不够的，必须对它在 D 上的收敛性提出

更高的要求才行. 这就是以下所要讨论的一致收敛性问题.

定义 11.3 (一致收敛)

♣

设函数列 {fn}与函数 f 定义在同一数集 D上，若对任给的 ε > 0，总存在 N(ε) > 0，使得当 n > N 时，

对一切 x ∈ D，都有

|fn(x)− f(x)| < ε,

则称函数列 {fn}在 D上一致收敛于 f，记作

fn(x) ⇒ f(x) (n→ ∞), x ∈ D.

注一致收敛的定义中，N 的选取仅与 ε有关，与 x的取值无关. 而在收敛的定义中，N 的取值既与 ε有关，又

与 x有关. 由此，函数列 {fn}在 D上一致收敛，则在 D的每一点都收敛. 反之则不一定成立.



11.1 一致收敛性

定理 11.1 (函数列一致收敛的 Cauchy准则)

♥

函数列 {fn}在数集D上一致收敛的充要条件是：对任意 ε > 0，总存在N > 0，使得当 n,m > N 时，对

一切 x ∈ D，都有

|fn(x)− fm(x)| < ε.

证明 必要性 设 fn(x) ⇒ f(x) (n → ∞), x ∈ D，即对任意 ε > 0，存在 N > 0，使得当 n > N 时，对一切

x ∈ D，都有

|fn(x)− f(x)| < ε

2
.

于是当 n,m > N 时有

|fn(x)− fm(x)| ⩽ |fn(x)− f(x)|+ |f(x)− fm(x)|

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

充分性 若

|fn(x)− fm(x)| < ε

成立，由数列收敛的 Cauchy 准则，{fn} 在 D 上任一点都收敛，记其极限函数为 f(x), x ∈ D. 现固定 n，让

m→ ∞，于是当 n > N 时，对一切 x ∈ D，都有

|fn(x)− f(x)| ⩽ ε.

由一致收敛的定义即得

fn(x) ⇒ f(x) (n→ ∞), x ∈ D.

■
根据一致收敛的定义可推出下述定理.

定理 11.2

♥

函数列 {fn}在区间 D上一致收敛于 f 的充要条件是：

lim
n→∞

sup
x∈D

|fn(x)− f(x)| = 0.

证明 必要性 若 fn(x) ⇒ f(x) (n→ ∞), x ∈ D，则对任意 ε > 0，存在 N(ε) > 0，当 n > N 时，有

|fn(x)− f(x)| < ε, x ∈ D.

由上确界的定义，有

sup
x∈D

|fn(x)− f(x)| ⩽ ε.

由极限定义，即得

lim
n→∞

sup
x∈D

|fn(x)− f(x)| = 0.

充分性 由假设，对任给 ε > 0，存在 N > 0，使得当 n > N 时，有

sup
x∈D

|fn(x)− f(x)| < ε.

因为对一切 x ∈ D，总有

|fn(x)− f(x)| ⩽ sup
x∈D

|fn(x)− f(x)|,

所以有

|fn(x)− f(x)| < ε.

于是 {fn}在 D上一致收敛于 f . ■
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11.1 一致收敛性

注在判断函数列是否一致收敛时上述定理更为方便一些，但必须事先知道它的极限函数.

推论 11.1

♥
函数列 {fn}在D上不一致收敛于 f 的充要条件是：存在 {xn} ∈ D，使得 {fn(xn)− f(xn)}不收敛于 0.

定义 11.4 (内闭一致收敛)

♣

设函数列 {fn}与 f 定义在区间 I上，若对任意闭区间 [a, b] ⊂ I，{fn}在 [a, b]上一致收敛于 f，则称 {fn}
在 I 上内闭一致收敛于 f .

注若 I = [α, β]是有界闭区间，显然 {fn}在 I 上内闭一致收敛于 f 与 {fn}在 I 上一致收敛于 f 是一致的.

11.1.2 函数项级数及其一致收敛性

定义 11.5 (函数项级数)

♣

设 {un(x)}是定义在数集 E 上的一个函数列，表达式

u1(x) + u2(x) + · · ·+ un(x) + · · · , x ∈ E

称为定义在 E 上的函数项级数，简记为
∞∑

n=1

un(x)或
∑
un(x). 称

Sn(x) =

n∑
k=1

uk(x), x ∈ E, n = 1, 2, · · ·

为函数项级数
∑
un(x)的部分和函数列.

定义 11.6 (函数项级数的收敛)

♣

若 x0 ∈ E，数项级数

u1(x0) + u2(x0) + · · ·+ un(x0) + · · ·

收敛，即部分和 Sn(x0)当 n→ ∞时极限存在，则称函数项级数
∑
un(x)在点 x0收敛，称 x0是级数的收

敛点. 反之，称级数在点 x0发散. 若级数
∑
un(x)在 E 的某个子集 D上每点都收敛，则称级数

∑
un(x)

在 D上收敛.
使函数项级数

∑
un(x)收敛的全体收敛点的集合，称为函数项级数的收敛域. 函数项级数

∑
un(x)在收

敛域上的每一点 x 与其所对应的数项级数的和 S(x) 构成一个定义在收敛域上的函数，称为函数项级数∑
un(x)的和函数，并写作

u1(x) + u2(x) + · · ·+ un(x) + · · · = S(x), x ∈ D,

即

lim
n→∞

Sn(x) = S(x), x ∈ D.

定义 11.7

♣

设 {Sn(x)} 是函数项级数
∑
un(x) 的部分和函数列. 若 {Sn(x)} 在数集 D 上一致收敛于 S(x)，则称∑

un(x)在D上一致收敛于 S(x). 若
∑
un(x)在任意闭区间 [a, b] ⊂ I 上一致收敛，则称

∑
un(x)在 I 上

内闭一致收敛.

由于函数项级数的一致收敛性由它的部分和函数列来确定，所以由前段中有关函数列一致收敛的定理，都

可推出相应的有关函数项级数的定理.
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11.1 一致收敛性

定理 11.3 (一致收敛的 Cauchy准则)

♥

函数项级数
∑
un(x)在数集 D上一致收敛的充要条件为：对任意 ε > 0，总存在 N > 0，使得当 n > N

时，对一切 x ∈ D和一切正整数 p，都有

|Sn+p(x)− Sn(x)| < ε

或

|un+1(x) + un+2(x) + · · ·+ un+p(x)| < ε.

当 p = 1时，我们就有下述推论.

推论 11.2

♥
函数项级数

∑
un(x)在数集 D上一致收敛的必要条件是函数列 {un(x)}在 D上一致收敛于零.

与数项级数类似，我们也可以定义函数项级数的余项.

定义 11.8 (余项)

♣

设函数项级数
∑
un(x)在 D上的和函数为 S(x)，称

Rn(x) = S(x)− Sn(x)

为函数项级数
∑
un(x)的余项.

定理 11.4

♥

函数项级数
∑
un(x)在数集 D上一致收敛于 S(x)的充要条件是

lim
n→∞

sup
x∈D

|Rn(x)| = lim
n→∞

sup
x∈D

|S(x)− Sn(x)| = 0.

注这里将 {Sn(x)}作为函数列即转化为定理11.2的结论.

11.1.3 函数项级数的一致收敛性判别法

定理 11.5 (Weierstrass判别法)

♥

设函数项级数
∑
un(x)定义在数集 D上，

∑
Mn 为收敛的正项级数，若对一切 x ∈ D，有

|un(x)| ⩽Mn, n = 1, 2, · · · ,

则函数项级数
∑
un(x)在 D上一致收敛.

证明 由假设，
∑
Mn收敛，由数项级数的 Cauchy准则，对任意 ε > 0，存在N > 0，使得当 n > N 时，对一切

正整数 p，都有

|Mn+1 + · · ·+Mn+p| =Mn+1 + · · ·+Mn+p < ε.

对一切 x ∈ D，有

|un+1(x) + · · ·+ un+p(x)| ⩽ |un+1(x)|+ · · ·+ |un+p(x)| ⩽Mn+1 + · · ·+Mn+p < ε.

根据函数项级数一致收敛的 Cauchy准则，级数
∑
un(x)在 D上一致收敛. ■

注上述判别法也称为M 判别法或优级数判别法.当级数
∑
un(x)和级数

∑
Mn 在区间 [a, b]上成立

|un(x)| ⩽Mn, n = 1, 2, · · ·

时，称级数
∑
Mn 在区间 [a, , b]上优于级数

∑
un(x)，或称

∑
Mn 为

∑
un(x)的优级数.
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11.2 一致收敛函数列与函数项级数的性质

下面讨论定义在区间 I 上形如∑
un(x)vn(x) = u1(x)v1(x) + u2(x)v2(x) + · · ·+ un(x)vn(x) + · · ·

的函数项级数的一致收敛性判别法. 与数项级数一样，我们介绍 Abel判别法和 Dirichlet判别法.

定理 11.6 (Abel判别法)

♥

设

(1)
∑
un(x)在区间 I 上一致收敛；

(2) 对于每一个 x ∈ I，{vn(x)}是单调的；
(3) {vn(x)}在 I 上一致有界，即存在M > 0，使得对一切 x ∈ I 和正整数 n，有

|vn(x)| ⩽M,

则级数
∑
un(x)vn(x)在 I 上一致收敛.

证明 由 (1)，任给 ε > 0，存在 N > 0，使得当 n > N 时，对一切正整数 p和一切 x ∈ I，有

|un+1(x) + · · ·+ un+p(x)| < ε.

又由 (2)(3)及 Abel引理，得

|un+1(x)vn+1(x) + · · ·+ un+p(x)vn+p(x)| ⩽ (|vn+1(x)|+ 2|vn+p(x)|)ε ⩽ 3Mε.

由函数项级数一致收敛的 Cauchy准则即得. ■

定理 11.7 (Dirichlet判别法)

♥

设

(1)
∑
un(x)的部分和函数列

Sn(x) =

n∑
k=1

uk(x) (n = 1, 2, · · · )

在 I 上一致有界；

(2) 对于每一个 x ∈ I，{vn(x)}是单调的；
(3) 在 I 上 vn(x) ⇒ 0 (n→ ∞)，

则级数
∑
un(x)vn(x)在 I 上一致收敛.

证明 由 (1)，存在M > 0，对一切 x ∈ I，有 Sn(x) ⩽M . 因此当 n, p为任何正整数时，

|un+1(x) + · · ·+ un+p(x)| = |Sn+p(x)− Sn(x)| ⩽ 2M.

对任何一个 x ∈ I，再由 (2)及 Abel引理，得

|un+1(x)vn+1(x) + · · ·+ un+p(x)vn+p(x)| ⩽ 2M(|vn+1(x)|+ 2|vn+p(x)|).

再由 (3)，对任意 ε > 0，存在 N > 0使得当 n > N 时，对一切 x ∈ I，有

|vn(x)| < ε,

所以

|un+1(x)vn+1(x) + · · ·+ un+p(x)vn+p(x)| < 2M(ε+ 2ε) = 6Mε.

由函数项级数一致收敛的 Cauchy准则即得. ■

11.2 一致收敛函数列与函数项级数的性质
本节讨论由函数列和函数项级数所确定的函数的连续性、可积性和可微性.
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11.2 一致收敛函数列与函数项级数的性质

定理 11.8 (极限可交换性)

♥

设函数列 {fn}在 (a, x0)∪(x0, b)上一致收敛于 f(x)，且对每个n，lim
x→x0

fn(x) = an，则 lim
n→∞

an和 lim
x→x0

f(x)

均存在且相等.

证明 先证 {an}是收敛数列. 对任意 ε > 0，由于 {fn}一致收敛，故有 N > 0，当 n > N 时，对任意正整数 p

和一切 x ∈ (a, x0) ∪ (x0, b)，有

|fn(x)− fn+p(x)| < ε.

从而

|an − an+p| = lim
x→x0

|fn(x)− fn+p(x)| ⩽ ε.

这样由 Cauchy准则可知 {an}是收敛数列.

设 lim
n→∞

an = A. 再证 lim
x→x0

f(x) = A.

由于 fn(x) 一致收敛于 f(x) 及 an 收敛于 A，因此对任意 ε > 0，存在正数 N，当 n > N 时，对任意

x ∈ (a, x0) ∪ (x0, b)，

|fn(x)− f(x)| < ε

3
和 |an −A| < ε

3

同时成立. 特别取 n = N + 1，有

|fN+1(x)− f(x)| < ε

3
, |aN+1 −A| < ε

3
.

又 lim
x→x0

fN+1(x) = aN+1，故存在 δ > 0，当 0 < |x− x0| < δ时，

|fN+1(x)− aN+1| <
ε

3
.

这样，当 x满足 0 < |x− x0| < δ时，

|f(x)−A| ⩽ |f(x)− fN+1(x)|+ |fN+1(x)− aN+1|+ |aN+1 −A| < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

即 lim
x→x0

f(x) = A. ■
注这个定理指出：在一致收敛的条件下，{fn(x)}中两个独立变量 x与 n，在分别求极限时其求极限的顺序可以

交换，即

lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x).

注类似地，对于 f 中 x的左极限和右极限，我们也可交换其与 n求极限的顺序，即在一致收敛和相应极限存在

的条件下，有

lim
x→a+

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→a+

fn(x),

lim
x→b−

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→b−

fn(x).

由上述定理可得到极限函数的连续性定理.

定理 11.9 (连续性)

♥
若函数列 {fn}在区间 I 上一致收敛，且每一项都连续，则其极限函数 f 在 I 上也连续.

证明 设 x0 为 I 上任一点. 由于 lim
x→x0

fn(x) = fn(x0)，于是由定理 11.8知 lim
x→x0

f(x)也存在，且

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x) = lim
n→∞

fn(x0) = f(x0),

因此 f(x)在 x0 上连续. ■
注我们可以得到极限函数连续性定理的逆否命题. 即若各项为连续函数的函数列在区间 I 上其极限函数不连续，
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11.2 一致收敛函数列与函数项级数的性质

则此函数列在区间 I 上不一致收敛.
注一致收敛性是极限函数连续的充分条件，而非必要条件.
由于函数的连续性是函数的局部性质，因此上述定理中的一致收敛条件可以减弱为内闭一致收敛.

推论 11.3

♥
若连续函数列 {fn}在区间 I 上内闭一致收敛于 f，则 f 在 I 上连续.

由连续性定理我们可以进一步证明可积性定理.

定理 11.10 (可积性)

♥

若函数列 {fn}在 [a, b]上一致收敛，且每一项都连续，则∫ b

a

lim
n→∞

fn(x) dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx.

证明 设 f 为函数列 {fn} 在 [a, b] 上的极限函数. 由极限函数的连续性定理，f 在 [a, b] 上连续，从而 fn(n =

1, 2, · · · )与 f 在 [a, b]上都可积.
因为在 [a, b]上 fn ⇒ f (n→ ∞)，故对任意 ε > 0，存在 N，当 n > N 时，对一切 x ∈ [a, b]，都有

|fn(x)− f(x)| < ε.

再根据定积分的性质，当 n > N 时有∣∣∣∣∣
∫ b

a

fn(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ ⩽
∫ b

a

|fn(x)− f(x)| dx < ε(b− a).

即

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

lim
n→∞

fn(x) dx.

■
注这个定理指出：在一致收敛的条件下，极限运算与积分运算的顺序可以交换.
注一致收敛性是极限运算与积分运算交换的充分条件，而不是必要条件.
由可积性定理我们可以进一步证明可微性定理.

定理 11.11 (可微性)

♥

设 {fn}为定义在 [a, b]上的函数列，若 x0 ∈ [a, b]为 {fn}的收敛点，{fn}的每一项在 [a, b]上有连续的

导数，且 {f ′n}在 [a, b]上一致收敛，则

d

dx

(
lim
n→∞

fn(x)
)
= lim

n→∞

d

dx
fn(x).

证明 设 fn(x0) → A (n→ ∞)，f ′n ⇒ g (n→ ∞), x ∈ [a, b]. 我们要证明函数列 {fn}在区间 [a, b]上收敛，且其

极限函数的导数存在且等于 g.
由定理条件，对任一 x ∈ [a, b]，总有

fn(x) = fn(x0) +

∫ x

x0

f ′n(t) dt.

当 n→ ∞时，右边第一项极限为 A，由可积性定理，第二项极限为

∫ x

x0

g(t) dt，所以左边极限存在，记为 f，则

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = f(x0) +

∫ x

x0

g(t) dt,

其中 f(x0) = A. 由 g的连续性及微积分学基本定理有

f ′ = g.

■
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11.2 一致收敛函数列与函数项级数的性质

与连续性类似，函数的可微性也是函数的局部性质，因此一致收敛条件可以减弱为内闭一致收敛.

推论 11.4

♥

设函数列 {fn}定义在区间 I 上，若 x0 ∈ I 为 {fn}的收敛点，且 {f ′n}在 I 上内闭一致收敛，则 f 在 I 上

可导，且 f ′(x) = lim
n→∞

f ′n(x).

下面讨论定义在区间 [a, b]上的函数项级数
∑
un(x)的连续性、逐项求积和逐项求导的性质，这些性质可由

函数列的相应性质推出，故不再证明.

定理 11.12 (连续性)

♥
若函数项级数

∑
un(x)在区间 [a, b]上一致收敛，且每一项都连续，则其和函数在 [a, b]上也连续.

注这个定理指出，在一致收敛条件下，（无限项）求和运算与求极限运算可以交换顺序，即∑(
lim

x→x0

un(x)

)
= lim

x→x0

(∑
un(x)

)
.

定理 11.13 (逐项求积)

♥

若函数项级数
∑
un(x)在 [a, b]上一致收敛，且每一项 un(x)都连续，则∑∫ b

a

un(x) dx =

∫ b

a

∑
un(x) dx.

定理 11.14 (逐项求导)

♥

若函数项级数
∑
un(x)在 [a, b]上每一项都有连续的导函数，x0 ∈ [a, b]为

∑
un(x)的收敛点，且

∑
u′n(x)

在 [a, b]上内闭一致收敛，则 ∑(
d

dx
un(x)

)
=

d

dx
(
∑

un(x)).

注上述两个定理指出，在一致收敛条件下，逐项求积或求导后求和等于求和后再求积或求导.
注与函数列的情况相同，函数项级数的连续性定理与逐项求导定理中的一致收敛条件也可减弱为内闭一致收敛.

最后，我们指出，本节中六个定理的意义不只是检验函数列或函数项级数是否满足定理中的关系式，更重

要的是根据定理的条件，即使没有求出极限函数或和函数，也能由函数列或函数项级数本身获得极限函数或和

函数的解析性质.
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